■^^-.-v'^.^. 


r    -T^» 


.■>         •-.;'^ 


«f--V^     w^-'- 


tk.*^-  t* 


^H'  i 


rw^ 


''  ,  i.  /î 


^  <' 
^.A 


N^^-SK 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2009  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/introductionla01eule 


INTRODUCTION 

A 

L  ANALYSE    INFINITÉSIMALE, 

PAR     LÉONARD     ËULER; 

Traduite  du  latin  en  français  ,  avec  des  Notes  et  des  Éclaircissemens, 
PAR   J.    B.    LABEY, 

Professeur  de  Mathématiques  aux   Ecoles  Centrales  du  Département  delà  Seine. 

TOME    PREMIER. 


(Imprime  en  1797.) 

A   PARIS, 

Chez  BACHELIER,  Imprimeur-Libraire  de  l'École  Polytechnique,  du  Bureau 

des  Longitudes,  etc., 

QUAI    DES    AUGUSTINS,    U"    55. 

i835. 


-t.l 


ir.iftî'ïH 


AVIS. 

On  paroilToic  défirer,  il  y  a  long-temps,  une  Tra- 
duélion  complette  de  l'Introduélion  à  l'Analyfe 
infinitéfimale  d'EuLER  ,  tant  à  caufe  de  la  difficulté  de 
fe  procurer  cet  Ouvrage  devenu  rare  depuis  plufieurs 
années,  que  parce  que  beaucoup  de  jeunes  Gens  qui  fe 
livrent  à  l'étude  des  Mathématiques ,  n'entendent  pas 
la  langue  dans  laquelle  il  a  été  écrit.  Je  défire ,    en 

publiant     aujonrrl'tiiii     rpttp    Traduclion  ,    aVOir    rempli 

l'attente  &  le  vœu  du  Public.  Au  moins  n'ai-je  rien 
négligé  pour  la  rendre  la  plus  claire  poflible  ,  &:  la 
mettre  à  la  portée  de  ceux  même  qui  ne  fauroient  que 
les  Éléments  ordinaires  d'Algèbre.  C'eft  dans  cette  vue 
que  j'ai  ajouté  quelques  éclaircilîèments  &  quelques 
notes  liir  différents  endroits  de  l'Ouvrage,  foit  pour  en 
faciliter  l'intelligence,  foit  pour  fuppléer  à  des  démonf 
trations ,  que  l'Auteur  renvoie  quelquefois  au  Calcul 
différentiel.  Ces  notes,  étant  pour  la  plupart  de  fimples 
explications  ,  qui  ne  peuvent  intérelTer  que  ceux  qui 
font  moins  avancés  dans  la  connoilTance  de  l'Analyfe , 
dévoient  être  placées  naturellement  au  bas  des  pages , 
où  fe  trouvent  les  articles,  auxquels  elles  appartiennent  ; 
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mais  comme  les  premières  feuilles  ont  été  imprimées , 
fans  qu'on  ait  eu  cette  attention ,  j'ai  été  obligé  de 
renvoyer  le  tout  à  la  fin  de  l'Ouvrage. 

Si  le  Public  accueille  favorablement  la  Tradu(5lion 
que  je  lui  préfente  aujourd'hui ,  &  manifefle  le  delir 
d'avoir  dans  la  même  langue  les  autres  Traités  du 
même  Auteur  ,  qui  font  la  fuite  de  celui-ci  j,  favoir, 
fon  Traité  de  Calcul  diff'érentiel  ^  celui  de  Calcul  intégral  ^ 
Se  même  fa  Théorie  du  Mouvement  des  Corps  durs ,  j'en 
publierai  fuccelTivement  la  traduélion  avec  des  addi- 
tions ,  qui  feront  connoître  les  progrès  que  l'Analyfe 
a  faits  depuis  l'époque  où  cts  Ouvrages  ont  paru.  En 
joignant  à  cette  précieufe  colledlion  la  Mécanique 
analytique  du  C.  Lagrange  &  la  Mécanique  célefte 
que  le  C.Laplace  fe  propofe  de  faire  bientôt  imprimer, 
on  aura  en  français  le  corps  de  Doétrine  analytique 
le  plus  complet  qui  ait  paru  jufqu'ici ,  &  qui  réunira 
ce  que  l'Analyfe  offre  de  plus  ingénieux  dans  la  théorie 
&  de  plus  fublime  dans  l'application. 
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PREFACE  DE  L'AUTEUR. 

J'ai  vu  fouvenc  que  les  difficultés,  qui  arrêtent  les  Com- 
niençanSjIorfqu'ils  fe  livrent  à  l'étude  du  Calcul  inhnitéfimal  , 
viennent  en  très-grande  partie  de  ce  qu'ils  veulent  s'élever  à 
la  connoifTance  de  cette  nouvelle  branche  de  rAnalyfe  , 
n'ayant  encore  qu'une  teinture  aiïez  légère  de  l'Algèbre 
commune.  Il  arrive  de-là  que  non-feulement  ils  fe  trouvent 
arrêtés  dès  les  premiers  pas  qu'ils  font ,  mais  encore  qu'ils  'fe 
forment  des  idées  faufles  de  l'infini  ,  dont  la  vraie  notion 
duk  Ico  gnirler  dans  leurs  opératinn«;  &  dans  l'objet  de  leurs 
recherches.  Or  quoique  l'Analyfe  infinitélîmale  n'exige  pas  à 
la  rigueur  une  connoiflance  approfondie  de  l'Analyfe  ordi- 
naire ,  &  de  tous  les  moyens  ingénieux  qu'on  a  trouvés  juf- 
qu'à  préfenc  pour  la  perfectionner  ,  on  ne  peut  cependant 
nier  qu'il  y  ait  beaucoup  de  queftions  dont  le  développe- 
ment eft  propre  à  préparer  les  efprits  à  l'étude  de  cette 
fcience  fublime  ,  &  qu'on  chercheroit  en  vain  dans  la  plu- 
part des  Traités  élémentaires  d'Algèbre  ,  ou  qui ,  fi  elles  s'y 
trouvent ,  y  font  traitées  d'une  manière  aflez  peu  exacte. 
C'eft  pourquoi  je  ne  doute  pas  que  les  matières  que  j'ai  raf- 
femblées  dans  les  deux  Livres  qui  compofent  cet  Ouvrao-e, 
ne  fuppléent  abondamment  à  ce  défaut.  Car  non- feulement 
j'ai  fait  enforte  de  ne  rien  omettre  de  ce  qu'exige  abfolu- 
ment  l'Analyfe  des  infinis,  èc  de  l'expofer  avec  plus  d'étendue 
&  plus  de  clarté  qu'on  ne  le  fait  ordinairement  ;  mais  j'ai  de 
plus  réfolu  un  aiïez  bon  nombre  de  quefhions  ,  qui  mettront 
les  Lecteurs  à  portée  de  fe  familiaiifer  infenfiblement  ,  Se  en 
quelque  forte  contre  leur  attente  avec  l'idée  de  l'infini.  J'ai 
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auflî  traité    par  les  méthodes    de  l'Algèbre  commune  plu- 

lîeurs  queftions,  qui  font  ordinairement  l'objet  de  l'Analyfe 

infinitéiimale  ,   afin    de  rendre  plus  fenfible  &  plus  frappant 

l'accord  parfait  qu'on  remarquera  dans  la  fuite  entre  les  deux 

méthodes. 

J'ai  divifé  ce  Traité  en  deux  Livres.  Le  premier  embralTe 
ce  qui  a  rapport  à  l'Analyfe  pure.  Dans  le  fécond  je  déve- 
loppe plufieurs  queftions  géométriques,  dont  la  connoifTance 
m'a  paru  néceffaire  ;  parce  qu'ordinairement  en  traitant  de 
l'Analyfe  infinitéfimale  ,  on  en  fait  voir  en  même  temps 
l'application  à  la  Géométrie.  J'ai  fuppofé  par-tout  la  con- 
noiilance  des  premiers  Eléments  ;  &  j'ai  cru  ne  devoir 
expliquer  dans  ces  deux  Livres  que  ce  qu'on  ne  trouveroit 
pas  ailleurs  ,  ou  qui  du  moiua  j  Tcfolt  traité  d'une  manière  , 
qui  m'a  femblé  moins  avantageufe  ,  ou  bien  qui  fuppoferoic 
des  principes  différents  des  miens. 

Je  me  fuis  fur-tout  étendu  dans  le  premier  Livre  fur  les 
fondlions  de  variables ,  parce  qu'elles  font  l'objet  de  l'Ana- 
lyfe infinitéfimale.  J'y  ai  enfeigné  la  manière  de  les  trans- 
former ,  de  les  décompofer  ,  &  de  les  réduire  en  fériés  in- 
finies. J'ai  fait  l'énumération  de  plufieurs  efpeces  ,  auxquelles 
on  doit  avoir  égard ,  particulièrement  dans  la  haute  Analyfe. 
Je  les  ai  d'abord  divifées  en  algébriques  &  en  tranfcendantes. 
Les  premières  font  compofées  de  quantités  variables  com- 
binées entr'elles  par  les  opérations  ordinaires  de  l'Algèbre , 
Bl  les  fécondes  dépendent  d'autres  opérations,  ou  des  mêmes 
combinaifons  que  les  précédentes  ,  mais  répétées  une  infinité 
de  fois.  La  fubdivifion  des  fonctions  algébriques  ,  qui 
s'offre  la  première  ,  eft  celle  en  rationnelles  &  en  irration- 
nelles. Celles-là  peuvent  être  décompofées  ou  en  parties 
plus  fimples  ,  ou  en  faâreurs  ;  j'ai  fourni  les  moyens  de  les 
ramener  à  cet  état  de  fimplicité  ;  £c  c'eft  une  opération  dont 
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le  Calcul  intégral  tire  un  très -grand  fecours.  J'ai  fait  voir 
enfuite  comment  ,  par  des  fubftitutions  convenables  j  on 
pouvoir  donner  aux  autres  une  forme  rationnelle.  Ces  ef- 
peces  de  fondlions  peuvent  être  converties  l'une  &:  l'autre 
en  fériés  infinies.  Les  fonctions  tranfcendantes  font  fufcep- 
tiblcs  de  la  même  converfion  ,  &  même  on  la  leur  applique 
avec  le  plus  grand  fuccès.  Tout  le  monde  fait  d'ailleurs  de 
quels  progrès  la  haute  Analyfe  eft  redevable  à. la  doctrine 
des  fériés  infinies.  Auffi  ai- je  ajouté  quelques  Chapitres  ,  où 
je  me  fuis  attaché  à  découvrir  les  propriétés ,  oc  à  trouver  les 
femmes  de  plufieurs  fériés  infinies,  dont  quelques-unes  pa- 
roiflbient  de  nature  à  faire  croire  prefque  qu'elles  ne  pour- 
roient  être  trouvées  fans  le  fecours  du  Calcul  infinitéfimal. 
Telles  lont  le^  ftilco  ,  dont  les  fommes  font  exprimées  ou  par 
les  Logarithmes,  ou  par  des  arcs  de  Cercle.  Ces  fortes  de 
quantités ,  qui  font  tranfcendantes ,  puifqu'elles  font  repré- 
Tentées  par  la  furface  de  l'Hyperbole  &  du  Cercle  ,  font 
partie  des  matières  qu'on  a  coutume  de  traiter  dans  l'Analyfe 
infinitéfimale.  PalTant  enfuite  des  puiiTances  aux  quantités 
exponentielles  ,  qui  font  elles-mêmes  des  puifTances  ,  dont 
les  expofants  font  variables ,  leur  développement  m'a  fourni 
une  idée  fort  naturelle  &  à  la  fois  féconde  des  Logarithmes  ; 
d'où  il  m'a  été  facile  de  conclure  leurs  difFérents  ufages  ,  en 
même  temps  que  j'ai  pu  en  déduire  toutes  les  fériés  infinies  , 
qui  repréfentent  ordinairement  ces  quantités  ;  ce  qui  m'a 
donné  enfin  un  moyen  très-expéditif  de  conftruire  les  Tables 
de  Logarithmes.  Je  me  fuis  femblablement  conduit  dans 
l'examen  des  arcs  de  Cercle  ;  genre  de  quantités,  qui  , 
quoique  très-différent  des  Logarithmes ,  leur  eft  cependant 
tellement  lié ,  que  lorfqu'une  de  ces  quantités  paroît  devenir 
imaginaire  ,  elle  fe  change  en  l'autre.  Après  avoir  rappelle 
ce  que  la  Géométrie  nous  apprend  fur  la  valeur  des  finus 
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&C  des  cofinus,  tant  multiples  que  fous-multiples,  j'ai  tiré  de 
l'expreffion  du  finus  ou  du  colinus  d'un  arc  quelconque  celle 
du  finus  &L  du  cofinus  d'un  arc  très-petit  &  prefque  nul  ,  ce 
qui  m'a  conduit  à  des  fériés  infinies  ;£c  comme  un  tel  arc 
ell  égal  à  fon  finus  ,  tandis  que  fon  cofinus  eft  égal  au  rayon  , 
j'ai  pu  ,  à  l'aide  des-  fériés  infinies  ,  comparer  un  arc  quel- 
conque avec  fon  finus  de  fon  cofinus  ;  6c  alors  il  s'elt  pré- 
fenté  naturellement  une  fi  grande  variété  d'exprefiions ,  foie 
finies  foit  infinies  pour  ces  fortes  de  quantités,  que  pour  les 
connoîcre  à  fond,  on  pourroit  fe  difpenfer  de  recourir  au 
Calcul  infinitéfimal.  De  plus  ,  comme  les  Logarithmes  exi- 
gent un  Algorythme  particulier  ,  dont  l'ufage  efi;  très-connu 
dans  toute  l'Analyfe  ;  j'ai  ramené  de  même  les  quantités 
circulaires  à  une  certaine  forme  «Jt  calcul  _,  qui  fait  qu'on 
peut  les  employer  aufiî  commodément  que  les  Logarithmes 
èc  les  quantités  algébriques  même.  Il  n'eft  pas  douteux  qu'on 
en  doive  retirer  le  plus  grand  avantage  pour  la  folution  de 
questions  très-difficiles  ;  on  fera  à  portée  d'en  juger  ,  en 
jettant  les  yeux  fur  quelques  Chapitres  de  ce  Livre ,  èc  c'eft 
ce  que  d'ailleurs  il  feroit  pofiible  de  prouver  par  plufieurs 
eiïais  tirés  de  l'Analyfe  des  infinis ,  s'ils  n'étoienc  pas  déjà 
fuffifamment  connus  ,  &  s'ils  ne  fe  multiplioient  pas  de 
jour  en  jour.  Cette  recherche^  m'a  été  en  particulier  d'un 
grand  fecours  pour  décompofer  les  fonctions  fra6lionnaires 
en  fa£leurs  réels.  Ce  fujet  m'a  paru  mériter  quelques  détails, 
à  caufe  de  fa  grande  utilité  dans  le  Calcul  intégral.  J'ai 
examiné  enfuite  les  fériés  infinies  ,  qui  réfultent  du  déve- 
loppement de  ces  fortes  de  fonctions  ,  &  qui  font  connues 
fous  le  nom  de  fériés  récurrentes.  J'ai  donné  la  .manière  de 
les  fommer  ,  d'en  trouver  les  termes  généraux  ,  &  d'en 
découvrir  plufieurs  autres  propriétés  remarquables;  &  comme 
je  fuis  arrivé   naturellement   à    ces  réfukats  par  une  fimple 

décompofirion 
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décompofition  en  facfleuis  ,  j'ai  voulu  voir  comment  on 
pouvoir  réciproquement  convertir  en  fériés  des  produits 
compofés  d'un  certain  nombre,  èc  même  d'un  nombre  infini 
de  fadeurs.  Ce  travail  m'a  non-feulement  mené  à  la  cou- 
noiflance  d'une  quantité  innombrable  de  fériés  ,  mais  , 
parce  qu'on  pouvoit  de  cette  manière  changer  les  fériés  en 
produits  compofés  d'une  infinité  de  facteurs  ,  il  m'a  de  plus 
fait  trouver  des  exprelFions  numériques  affez  commodes  ,  a 
l'aide  defquelles  il  eft  facile  de  calculer  les  Logarithmes  des 
finus  ,  àes  cofinus  &  des  tangentes.  La  même  fource  m'a 
fourni  la  folution  de  plufieurs  queftions ,  qui  regardent  la 
partition  des  nombres,  &  qui  fembleroient ,  fans  ce  fecours, 
être  au-deflus  des  forces  de  l'Analyfe.  Cette  abondance  de 
matières  auroit  pu  facilement  fournir  plufieurs  volumes  ; 
mais  autant  qu'il  m'a  été  poflible  ,  j'ai  voulu  être  concis  , 
fans  pourtant  ceiïer  d'être  clair  ,  pour  laiiïer  à  l'induflric 
du  Ledeur  un  champ  plus  vafte,  où  il  pourra  exercer  (qs 
forces  Se  reculer  les  bornes  de  l'Analyfe  ;  car  je  ne  crains 
pas  d'avancer,  qu'indépendamment  des  chofes  neuves  que 
ce  Livre  renferme  ,  on  y  trouvera  des  fources  où  peuvent 
être  puifées  encore  un  grand  nombre  de  belles  découvertes. 

J'ai  fuivi  la  même  marche  dans  le  fécond  Livre  ,  où  je 
traite  de  ce  qui  a  rapport  à  la  Géométrie  des  Courbes.  Mais  , 
avant  que  de  parler  des  Se6tions  coniques,  qui  font  ailleurs 
prefque  l'unique  objet  de  cette  branche  des  Mathématiques , 
j'ai  donné  une  théorie  des  Courbes  en  général,  qu'on  pût 
employer  utilement  pour  en  connoître  la  nature.  Je  n'ai  eu 
befoin  pour  cela  que  de  l'équation  de  la  Courbe  ,  qui  m'a 
fervi  à  en  déterminer  la  figure  ,  Se  à  en  déduire  les  prin- 
cipales propriétés.  Je  crois  avoir  entièrement  rempli  mon 
but  ,  fur-tout  dans  les  Seiflions  coniques  ,  qui  jufqu'ici 
avdient    été  traitées  par  jla  feule  Géométrie ,  ou  quelquefois 
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par  l'Analyfe ,  mais  d'une  manière  trop  imparfaite  Sc  moins 
naturelle.  Ainfî  après  avoir  déduit  u£  Fc^uation  générale 
des  lignes  du  fécond  ordre  leurs  propriétés  générales  ,  j'ai 
/bus-divifé  ces  lignes  en  genres  ou  efpeces ,  examinant  fi 
elles  avoient  des  branches  infinies ,  ou  fi  la  courbe  entière 
étoit  renfermée  dans  un  efpace  fini.  Mais  dans  le  premier 
cas,  il  falloir  encore  avoir  égard  au  nombre  &:  à  la  nature 
de  leurs  branches  »  &c  s'aiTurer  fi  elles  avoient  des  afymptotes 
redilignes  ou  non.  J'ai  obtenu  de  cette  manière  les  trois 
efpeces  connues  de  Sedions  coniques.  La  première  eft 
J'ellypfe  qui  eft  renfermée  toute  entière  dans  un  efpace  fini  ; 
la  féconde  eft  l'hyperbole  ,  dont  les  quatre  branches  s'éloi- 
gnent à  l'infini  en  s'approchant  de  plus  en  plus  de  deux 
lignes  droites;  &  la  troilieme  efpc»,c  cA.  la  parabole  com- 
pofée  de  deux  branches  infinies  fans  afymptotes.  Je  me  fuis 
conduit  d'une  manière  femblable  à  l'égard  des  lignes  du 
troifieme  ordre.  Après  en  avoir  expofé  les  propriétés  géné- 
rales, je  les  ai  divifées  en  feize  genres  ^  auxquels  j'ai  rapporté 
les  foixante-douze  efpeces  de  Newton;  j'ai  expofé  ma 
méthode  avec  tant  de  clarté  qu'on  pourroic  ,  par  fon  moyen  , 
divifer  fans  aucune  peine  toutes  les  lignes  en  genres ,  en 
pafTanc  fucceflivement  d'un  ordre  au  fuivant.  J'en  ai  fait 
l'eflai  pour  les  lignes  du  quatrième  ordre.  Après  avoir  fini 
ce  que  j'avois  à  dire  fur  les  ordres  des  lignes,  je  retourne  à 
la  recherche  des  afFe6lions  générales  de  toutes  les  lignes. 
J'explique  la  méthode  de  trouver  les  tangentes  des  Courbes, 
leurs  normales  &  leur  courbure  ,  qui  s'eftime  ordinaire- 
ment par  la  grandeur  du  rayon  ofculateur  :  quoique  ces 
recherches  paroiflent  à  préfent  du  reffbrt  du  Calcul  dif- 
férentiel ,  j'ai  cru  cependant  utile  de  m'en  occuper  ici  fans 
emprunter  d'autres  fecours  ,  que  celui  de  l'Algèbre  com- 
mune ,  pour   faciliter   d'autant  plus  dans  la  fuite  le  pafTage 
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de  rAnalyfe  des  quantités  finies  à  celle  des  quantités  in- 
finies. Je  me  fuis  aufîî  arrêté  à  l'examen  des  points  d'in- 
flexion ,  des  points  de  rebrouflement ,  des  points  doubles  , 
ou  multiples  des  Courbes ,  &  j'ai  enfeigné  la  manière  de 
déduire  facilement  ces  points  finguliers  des  équations 
mêmes.  J'avoue  cependant  qu'il  eft  beaucoup  plus  facile  de 
réfoudre  ces  problêmes  par  le  moyen  du  Calcul  différentiel. 
J'ai  encore  agité  la  queftion  du  point  de  rebrouflement  de 
la  féconde  efpece  ,  où  deux  arcs  ,  qui  fe  terminent  en 
pointe  ,  tournent  leur  convexité  du  même  côté  ;  &  il  me 
femble  l'avoir  traitée  afTez  à  fond  pour  ne  laiiïer  plus  aucun 
doute  fur  cet  objet.  Enfin  j'ai  ajouté  quelques  Chapitres  ,  qui 
apprennent  à  trouver  des  Courbes,  qui  font  douées  de  pro- 
priétés particulières-  Oc  données  ;  &.  j'ai  terminé  le  fécond 
Livre  par  la  folurion  de  plufieurs  problêmes  relatifs  ^  cer- 
taines fections  du  Cercle.  Après  avoir  ainfi  parcouru  les 
différents  objets  de  Géométrie  plane  ,  dont  la  connoifTance 
m'a  paru  utile  pour  faciliter  l'étude  de  rAnalyfe  infinité- 
fimale  ,  j'ai  ajouté  en  forme  d'Appendice  une  théorie  ana- 
lytique des  folides  &C  de  leur  furface  ,  &:  j'ai  fait  voir  com- 
ment on  pouvoit  exprimer  la  nature  d'une  furface  quel- 
conque à  l'aide  d'une  équation  entre  trois  variables.  Enfuite, 
après  avoir  clafTé  les  furfaces  à  la  manière  des  lignes  courbes 
fuivant  le  nombre  de  dimenfions  ,  que  forment  les  variables 
dans  l'équation  ,  j'ai  fait  voir  que  la  feule  fuperficie  plane 
appartenoit  au  premier  ordre.  Quant  aux  furfaces  du  fécond 
ordre,  je  les  ai  divifées  en  fix  efpeces  ,  eu  égard  à  leurs 
parties  ,  qui  s'étendent  à  l'infini.  On  pourra  continuer  une 
divifion  femblable  pour  les  ordres  ultérieurs.  J'ai  confidéré 
auffi  les  interfedlions  que  forment  entr'elles  deux  furfaces;  6i 
comm'e  elles  donnent  le  plus  fouvent  des  Courbes,  qui  ne  font 
pas  fituées  dans  un  même  plan  ,   j'ai  indiqué  la  manière  de 
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les  repréfenter  par  des  équations.  Enfin  j'ai  déterminé  la 
pofition  des  plans  tangents  ,  &  celle  des  droites  ,  qui  font 
perpendiculaires  aux  furfaces. 

Au  refle,  comme  une  grande  partie  de  ces  objets  a  déjà 
été  traitée ,  j'aurois  à  m'excufer  de  n'avoir  pas  toujours  fait 
mention  honorable  de  ceux  qui  m'ont  précédé  dans  ce  même 
genre  de  travail  ;  mais  outre  que  j'ai  voulu  me  refferrer  dans 
l'efpace  le  plus  étroit  polîîble ,  le  détail  hiflorique  de  chaque 
problême  m'auroit  mené  trop  loin,  &  auroit  groflî  confidé- 
rablement  ce  Traité.  Cependant  ,  comme  la  plupart  des 
queftions,  qui  ont  déjà  été  réfolues  ailleurs,  doivent  ici  leur 
folution  à  d'autres  principes,  je  ferois  en  droit  d'en  re- 
vendiquer une  bonne  partie.  Quoi  qu'il  en  foit  ,  j'efpere 
que  ces  différents  objets  ,  Oc  j^aitlculIcrcuicuL  ceux  qui  pa- 
roiffent  ici  pour  la  première  fois,  feront  quelque  plaifîr  à 
ceux  qui  aiment  ce  genre  d'étude. 
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A     BONAPARTE. 


Citoyen    Général, 


Cejl  moins  au  jeune  Héros  qui  a  conquis  l' Italie 
&  pacifié  le  Continent  ,  quau  Philofiophe  ami  & 
protecteur  éclairé  des  Sciences  &  des  Arts ,  que  fadrejfe 
cette  Traduction.  Le  goût  des  Mathématiques ,  que  j'ai 
été  à  portée  de  reconnoitre  en  vous  dans  un  âge  moins 
avancé  y  &  que  vous  ave^  confervé  au  milieu  des  travaux 
glorieux  qui  ajfiurent  a  votre  nom  t immortalité ,  m'a 
paru  un  titre  fufiifant  pour  vous  en  faire  l'hommage. 
En  l'agréant,  vous  mette^  le  comble  à  mes  vœux , 
EULER,  Introduclion  à  l'Anal,  infin.  Tome  I,  *  a 


piàfque  VOUS  moffrei^  thenreufe  occajion  de  vous  exprimer 
à  la  fois  les  fentimens  de  ma  reconnoijfance ,  &  ceux 
d'admiration  que  je  partage  avec  toute  l'Europe. 


L   A    B   E    Y, 


AVIS. 
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INTRODUCTION 

A 

L'ANALYSE  INFINITÉSIMALE. 

LIVRE     PREMIER, 

CoNTEN  A  NT  l'Explication  des  diverfes  fortes  de 
Fondions,  leur  réfolution  en  Fadeurs  ôc  leur  développe- 
ment en  Séries  infinies;  avec  la  théorie  des  Logarithmes  , 
celle  des  Arcs  de  cercle  ,  de  leurs  Sinus  &  de  leurs 
Tangentes  ,  &  plufieurs  autres  Queftions  propres  à 
faciliter  l'étude  de  l'Analyfe  infînitéfimale. 

CHAPITRE    PREMIER. 

Des  Fonctions  en  général, 

I.  Une  quantité  confiante  efi  une  quantité  déterminée  ^  qui 
conferve  toujours  la  même  valeur. 

Tels  font  les  nombres  de  toute  efpece  ,  qui  confervenc 
conltamment  la  valeur  qu'ils  ont  une  fois  obtenue.  Lorfqu'il 
s'agit  de  repréfenter  ces  fortes  de  quantités  par  des  carac- 
tères, on  fe  fertdes  premières  lettres  de  l'Alphabet  a^b^c^^c. 
A  la  vérité  ,  dans  l'Analyfe  ordinaire  qui  n'a  pour  objet  que 
des  quantités  déterminées ,  on  déligne  ordinairement  celles 
qui  font  connues  par  les  premières  lettres  de  l'Alphabet,  bc 
celles  qui  ne  le  font  pas,  par  les  dernières;  mais  c'eft  une 
diftinétion  à  laquelle  on  a  moins  égard  dans  la  haute  Géo- 
métrie ;    on    y   envifage  les  quantités  fous  un  autre  afpecl 
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particulier,  les  unes  étant  confidérées  comme  confiantes,  & 
les  autres  comme  variables. 

2.  Une  quantité  variable  efi  une  quantité  indéterminée  y  ou  y 
Jl  l  on  veut ,  une  quantité  univerfellc  ,  qui  comprend  toutes  les 
valeurs  déterminées. 

Une  valeur  déterminée  quelconque  pouvant  être  exprimée 
en  nombre,  il  s'enfuit  qu'une  quantité  variable  comprend 
tous  les  nombres  de  quelque  nature  qu'ils  foient.  Il  en  eft  de 
la  quantité  variable  ,  comme  du  genre  &  de  l'efpece  à  l'égard 
des  individus  ;  on  peut  la  concevoir  comme  embrallant 
toutes  les  quantités  déterminées.  Au  refte  ,  on  a  coutume 
de  repréfenter  les  quantités  variables  par  les  dernières  lettres 
de  l'Alphabet  ^^  y,  x,  &c. 

3.  Une  quantité  variable  devient  déterminée  y  lorfquon  lui 
attribue  une  valeur  déterminée  quelconque. 

Elle  peut  donc  le  devenir  <l'iin£='  inrinité  de  mamVrca  ,  puif- 
qu'on  peut  lui  fubftituer  to'us  les  nombres  imaginables.  La 
lignification  d'une  quantité  variable  ne  peut  être  cenfée 
épuifée ,  qu'autant  qu'on  aura  conçu  en  fa  place  toutes  \qs 
valeurs  déterminées.  Ainfî  une  telle  quantité  comprend 
tous  les  nombres  tant  pofitifs  que  négatifs  ,  les  nombres 
entiers  &  fraâionnaires  ,  ceux  qui  font  rationnels  ,  irration- 
nels &  txanfcendants  ;  on  ne  doit  pas  même  en  exclure  zéro  , 
ni  les  nombres  imaginaires. 

4.  Une  fonclion  de  quantité  variable  ejl  une  exprejjîon  analy- 
tique  compofée ,  de  quelque  manière  que  ce  foit ,  de  cette  même 
quantité  &  de  nombres ,  ou  de  quantités  confiantes. 

Ainfi  toute  expreilion  analytique  ,  qui  outre  la  variable 
•[  contiendra  des  quantités  confiantes ,  ell:  une  foniflion  de  ;(. 

Par   exemple  ,  <i-4-  }\;  a^  —  ^^^i  a^-^  b  V^a  a  —  ;j  :(  ; 
Cïj   &:c  ,  font  des   fonctions   de  :{. 

5.  Une  fonclion  de  variable  eft  donc  aufji  une  quantité 
variable. 

En  effet ,  comme  on  peut  mettre  à  la  placede  la  variable 
toutes  les  valeurs  déterminées ,  la  fonclion  recevra  elle-même 
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une  infinité  de  valeurs,  &  il  eft  impoffible  d'en  concevoir 
aucune,  dont  elle  ne  foit  fufceptible,  puifqiie  la  variable 
comprend  même  les  valeurs  imaginaires.  Par  exemple  , 
quoique  cette  i'oncflion  |/"(9  —  w)  ne  puifle  donner  un 
nombre  plus  grand  que  3  ,  tant  qu'on  mettra  des  nombres 
réeb  à  la  place  de  :{  y  cependant ,  en  introduifant  pour  ^  des 
nombres  imaginaires,  tels  que  5  V —  i  ,  il  n'eft  pas  poffible 
d'alîigner  une  valeur  déterminée  ,  qui  ne  puifle  être  déduite 
de  la  formule  K(9  —  '{\).  Au  refte  ,  il  .n'eft  pa§  rare  de 
rencontrer  des  expreiîions  qui  ne  font  que  des  foniflions 
apparentes  ;  car  ,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  la  variable  , 
elles  confervent   toujours    la  même  valeur ,  comme  :{°  ;  i  î  ; 

-^-^^.  Ces  expreiîions ,  fous  la  forme  apparente  de  fonctions 

de  variables,  font  réellement  des  quantités  confiantes, 

^-  J^  principale  différence,  des  fnncl'^ons  conjijls  dans  la 
combinaifon  de  la  variable  &  des  quantités  confiantes  ,  qui  les 
forment. 

Elle  dépend  donc  des  opérations  par  lefquelles  les  quan- 
tités peuvent  être  compofées  £c  combinées  entr'elles.  Ces 
opérations  font  l'Addition  &  la  Souftra£tion  ;  la  Multipli- 
cation &  laDivifion  ;  l'Elévation  aux Pui{rances&  l'Exrradlion 
des  Racines  ;  à  quoi  il  faut  ajouter  encore  la  Réfolution 
des  Équations.  Outre  ces  opérations,qu'on  appelle  algébriques, 
il  y  en  a  plufieurs  autres  qu'on  nomme  tranfcendantes  : 
comme  les  exponentielles,  les  logarithmiques,,  &  d'autres 
fans  nombre  ,  que  le  Calcul  Intégral  fait  connoître. 

Diftinguons  cependant  certaines  efpeces  de  fonélions  ; 
favoir,  les  Multiples  i:^;  3  :(;  |:(;a^,  &c.  &  lesPuiiïances  de:^; 

comme  :{*;:{';  ^^Jt^'»  ^^5  quantités  formées  par  une 
feule  opération,  t<.  qui,  comme  celles  qui  réfultent  de  la 
combinaifon  de  plufieurs  ,  ne  laiflent  pas  de  porter  de  même 
le  nom  de  fonctions. 

7.  Les  fonctions  fe  divifent  en  algébriques  ù  en  tranfcen- 
dantes ;  les  premières  font  formées  par  des  opérations  algébriques 

Ali 
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feulement ,   6  les  dernières  Juppofent  pour  leur  formation   des 
opérations  tranfcendantcs. 

Les  multiples  &:  les  puiiïances  de  \  font  donc  des  fonc- 
tions algébriques  ,  ainfî  que  toutes  les  expreffions ,  qui  n'ad- 
mettent que  les   opérations    algébriques  ,  dont    nous   avons 

parlé  ;  telle  eft  la  quantité  -^—^ — ^—Zi — y^  ~^^    .    Souvent; 

les  fon(fl:ions  algébriques  ne  peuvent  être  repréfentées  expli- 
citement ;  telle  feroit  la  fondlion  Z  de  :(  ,  fi  elle  éroit  ex- 
primée par  l'équation  Z^-=û:(:(Z'  —  h-:^^  X-  -+-  c\^  2.  —  i. 
Car,  quoique  cette  équation  ne  puifle  être  rcfolue  ,  il  n'en 
eft  pas  moins  certain  que  Z  eftégalàune  expreflion  compolée 
de  la  variable  ;(  &  de  confiantes  ,  6c  que  par  conléquent 
Z  eft  une  fonction  quelconque  de  ■{.  Pour  avoir  une  fonc- 
tion tranfcendante  ,  il  ne  i  ffit  pas  qu'il  entre  dans  (on  ex- 
preflion une  opciAtion  tr^mfcendante  ,  il  faut  de  pius  qu'elle 
afFe£te  la  variable  ;  car  iî  elle  n'atfedtoïc  que  des  conftantes  , 
la  fonction  n'en  feroit  pas  moins  cenfée  algébrique.  Par- 
exemple  ,  fi  <:  défigne  la  circonférence  d'un  cercle  ,  dont  le 
rayon  =  i ,  la  quantité  c  fera  bien  une  quantité  tranfcen- 
dante ;  cependant  ces  expreffions  c-^-w  c\^  \  A\'^  •>  ^^. 
feront  àcs  fon(£lions  algébriques  de  •{.  Car  il  importe  peu  de 
favoir  fl  ces  fortes  d'exprelîions  \'^  doivent  être  mifes  au 
nombre  des  fonctions  algébriques  ou  non.  Il  y  a  aufîî  des 
Géomètres  qui  ont  mieux  aimé  donner  aux  puilTances 
de  ;{  ,   dont  les  expofans   étoient  des  nombres  irrationnels, 

comme  '{^'^  ■>  le  nom  de  fontftions  interfcendantes ,  que  celui 
de  fonctions  algébriques. 

8.  Les  fonctions  algébriques  fe  fubdivifent  en  rationnelles  & 
en  irrationnelles.  Dan  les  dernières  la  variable  efl  afecîée  de 
radicaux  ,   &  dans  les  premières  elle  n'en  efl  point  affeciée. 

Par  conféquent ,  les  fonctions  rationnelles  n'admettent  pas 
d'autres  opérations  que  l'Addition  ,  la  Souftraiftion  ,  la 
Miilciplication  ,  la  Divifion  &  l'Elévation  aux  Puiilances  , 
dont  les  expof\ns  font  des  nombres  entiers  ;  ainfi ,  les  quan- 
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dtés  a  '^-  \;  a  —  ^  ;  û  :(  ;  ~ — -^-^,  û  :(  '  —  h  i\   t<.c.   /ont 
des  fonclions   rationnelles  de  ;{  ;  mais  ces  exprefîions    X/"  ■{; 

en  feront  des  fonclions  irrationnelles. 

Celles-ci  fe  divifcnt  commodément  en  explicites  ùen  implicites. 

Les  explicites  font  développées  au  moyen  àes  radicaux  ; 
nous  en  avons  donné  des  exemples  ,  &;  les  implicites  dépen- 
dent de  la  réiclution  àes  équations.  Ainfi  Z  fera  une  fonc- 
tion irrationnelle  implicite  de  :( ,  fi  elle  eft  repréfentée  par 
cette  équation  7J  ==  a  :j Z ^  • —  i-^^.  En  efîet ,  on  ne  peut  en 
tirer  la  valeur  explicite  de  Z,  même  en  admettant  les  fignes 
radicaux,  par  la  railon  que  l'Algèbre  n'eftpas  encore  parvenue 
à  ce  degré  de  perfection. 

9.  Les  fonclions  rationnelles  enfin  .  ff  djvifent  en  entières  & 
en  fraclionnaiies. 

Dans  celles-là,  il  n'entre  aucune  puiflance  négative  de  Ja 
variable  ■{  ,  ni  aucunes  fractions  qui  renferment  cette  va- 
riable dans  leurs  dénominateurs;  d'oii  il  fuit  que  \qs  fonc- 
tions fracftionnaires  font  celles  qui  ont  des  dénominateurs 
afFeâ:és  de  la  variable  :{,  ou  dans  lefquelles  fe  rencontrent  des 
expofans  négatifs  de  cette  même  variable.  Ainfi  la  formule 
générale  des  fonctions  entières  fera  ^^^:{-|-c:(*  -f-  d-^ 
H-  c  :{'^  -^  f\  ^  -4-  &c.  Car  on  ne  peut  imaginer  aucune  fonc- 
tion entière  de  \^  qui  ne  foit  renfermée  dans  cette  expreflion. 
Quant  aux  fonclions  fractionnaires  ,  comme  plufieurs  frac- 
tions peuvent  toujours  être  réduites  à  une  feule,  elles  feront 
compnfes  dans  la  formule 

a   -1-   h-{  -1-  cf  -h  t^ç-î^-  e^r'^   -J-   /7'   -^•<S^c. 
«  -+-  ^î   -t-  >  r  -+-  «Tç'  -t-  i\^   ->r  4t^  -+-  &c.^ 

Remarquez  ici  que  les  quantités  confiantes  a^^b^c^d,  &c, 
-ï.  ^,  ?  ■>  <f  )  &:c.  foit  qu'on  les  fuppofe  pofirives  ou  négatives, 
entières  ou  fractionnaires ,  rationnelles  ou  irrationnelles  ,  Se 
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même  tranfcendantes  ,    ne   changent    point  la  natufe    des 
fonétions. 

lo.  Il  faut  enfiine  remarquer  principalement  la  divifion  des 
fonctions  en  uniformes  &  en  multiformes. 

La  fondlion  uniforme  eft  celle  qui  n'obtient  qu'une  feule 
valeur  décerminée  ,  quelque  valeur  déterminée  qu'on  donne 
à  la  variable  :{.  La  fonction  multiforme  eft  celle  qui,  pour 
chaque  valeur  déterminée  qu'on  met  à  la  place  de  la  varia- 
ble, donne  plufieurs  valeurs  déterminées.  Toutes  l^s  fonc- 
tions rationnelles  foit  entières  ,  Toit  fraâionnaires  ,  font  des 
fonctions  uniformes  ,  parce  que  ces  fortes  d'expreflions  , 
quelque  foit  le  nombre  qu'on  fubftitue  à  la  variable  ,  n'ob- 
tiennent qu'une  feule  valeur;  mais  les  foniStions  irration- 
nelles font  toutes  multiformes  ,  à  caufe  de  l'ambiguité  des 
fignes  radicaux ,  &  de  la  double  valeur  qu'ils  indiquent.  Il  y 
a  auflî  parmi  les  fonctions  tiaufccndantcc  dc5  fonctions 
uniformes  bc  multiformes,  on  peut  même  admettre  des  fonc- 
tions infinitiformes  ;  tel  feroit  l'arc  de  cercle  qui  répondroit 
au  fînus  •{  ,  car  il  y  a  une  infinité  d'arcs  circulaires  qui  ont 
tous  le  même  iinus.  Dans  ce  qui  fuit  nous  fuppoferons  que  les 
lettres  P,  Q  ,  R  ,  S  ,Tf  &cc.  repréfentent  chacune  des  fonc- 
tions uniformes  de  :(. 

II.-  l/ne  fonclion  bi forme  efi  celle  qui ,  par  la  fubflitution 
dune  valeur  déterminée  de  z  ^   reçoit  deux  valeurs. 

Telles  font  les  fonélions  défignées  par  les  racines  quarrées, 
comme  ^  {  i -^  ~\--  •{•{)  ;  car,  quelque  nombre  qu'on  fubfcitue 
à  :{,  on  obtiendra  pour  l'exprelfion  j/' (  i  :(-!-:{:()  deux  va- 
leurs ,  l'une  pofitive ,  l'autre  négative.  En  général,  Z  fera 
une  fon£tion  biforme  de  :{  ,  fi  cette  quantité  eft  déterminée 
par  l'équation  du  fécond  degré  Z* —  P  Z  -\-  Q  -  o;  P&C  Q 
étant  des  fondions  uniformes  de  :{.  En  effet,  Z  =  7  P 
^y"  {  ^  P"-  —  Q);  d'où  il  fuit  qu'à  chaque  valeur  déter- 
minée de  :{,  répondent  deux  valeurs  déterminées  deZ;  mais" 
il  faut  remarquer  que  l'une  &:  l'autre  valeur  de  Z  eft  à  la 
fois  réelle   ou  imaginaire.    D'ailleurs   on  fait  par  la  théorie 
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des  équations  ,   que  leur  fomme  =  jP  ,  &  que  leur  ptoduit 

1 2 .  Une  fonclion  triforme  efl  celle  qui  ,  pour  chaque  valeur 
de  Zy   reçoit  trois  valeurs  déterminées. 

Ces  fonctions  dépendent  de  la  réfolution  des  équations  du 
troifieme  degré  En  eflet  fi  P,  Ç  &  i?  font  des  foncbions 
uniformes,  &  qu'on  ait  l'équation  Z'  —  PZ^-i-  ÇZ— • 
R  =  o  ,  Z  fera  une  fonclion  triforme  de  :(  ,  puifque  Z  reçoit 
trois  valeurs  dérerminées  pour  chaque  nombre  qu'on  fub- 
fticiie  à  ^.  Ces  trois  valeurs  de  Z  feront  ou  toutes  trois  réelles^ 
ou  l'une  feulement  fera  réelle  &  les  deux  autres  imaginaires. 
Au  refle  leur  fomme  =  P,  celle  de  leurs  produits  deux  à  deux 
«=  Qy&i  le  produit  des  trois  =  R. 

1 3 .  Une  fonclion  quadriforme  de  z  efl  celle  qui ,  pour  une 
valeur  de  cette   variable  ,  efl  JuJ'ceptible  de  quatre  valeurs  dé- 

Elle  efl:  renfermée  dans  la  réfolution  des  équations  du  qua- 
trième degré.  Car  ,  fi  P,  Ç,  i?  &  5  defignant  ,  comme  ci- 
delTus  ,  des  fonctions  uniformes,  on  a  l'équation  Z"*  —  PZ' 
H-  ÇZ*  —  RZ  H-vS'=o,  Z  fera  une  foncflion  quadri- 
forme de  •{  \  chaque  valeur  de  ■{  donnant  pour  Z  (]uatre  va- 
leurs déterminées.  Or  ces  quatre  valeurs  feront  toutes  réelles, 
ou  deux  feront  réelles  &.  deux  imaginaires  ,  ou  elles  feront 
toutes  quatre  imaginaires;  mais  leur  fomme  =  P;  la  fomme 
de  leurs  produits  deux  à  deux  =  Ç  ;  celle  de  leurs  produits 
trois  à  trois  =  P  ;  &  le  produit  de  toutes  =  S.  Il  en  fera 
de  même  de  la  nature  &  de  la  formation  des  fonctions  de 
degrés  plus  élevés. 

n  _ 

14.  Donc  fl  Z  efi  déterminé  par  l'équation  Z    —  P  Z  4- 

QZ"-"—  RZ"-5-4-  SZ"-^  &c.  =  o;  Z/^r<2  une 
fonclion  multiforme  de  z  ^  laquelle  pour  chaque  valeur  de  cette 
variable ,  prendra  autant  de  valeurs  quil  y  a  d'unités  dans 
texpofant  n. 

Il  faut  faire  attention  que  n  doit  être  un   nombre  entier  ; 
&  en  général ,  pour  pouvoir  juger  de  quel  degré  la  fonction  Z 
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eft  multiforme  ,  l'équation  qui  la  renferme ,  doit  être  rendue 
rationnelle;  alors  l'expofanc  de  la  plus  haute  puiffance  de  Z 
indiquera  le  nombre   cherché    de  valeurs  de  Z    correfpon- 
dantes  à  chaque  valeur  de  ^.  Il  ne  faut  pas  non  plus  perdre 
de  vue  que  les  lettres  P,  Q,  R,S ,  &c.    doivent   défigner 
des  fonctions  uniformes  de  ^  ;  car ,  fi  quelqu'une  d'entr'elles 
défignoit  déjà  une  foncftion  multiforme  de  :{  ,  la  fonction  Z 
fourniroit  pour  chacune  des  valeurs  de  :(  beaucoup    plus  de 
valeurs  correfpondantes   que  ne-  l'indiqueroit  le  nombre  des 
dimenfions   de   Z.  Au  relte  ,    s'il   doit  y  avoir  des   valeurs 
imaginaires  ,    elles  feront    toujours   en   nombre    pair.    Par 
conféquent ,  Ci  n  eu.  un  nombre  impair,  il  y  aura  au  moins 
une  des  valeurs  de  Z ,  qui  fera  réelle  ;  &  au  contraire  fi  n 
eft  pair,  il  eft  pofTible  qu'il  n'y  en  ait  aucune  de  réelle. 

15.  Si  Tu  eft  une  fonclion  multiforme  de  2  ,  telle  quelle  ne' 
puijffc  Jamais  obienir  qu'une  feule  valeur  réelle  j  elle  fe  mppm- 
chera  par  ce  caractère  des  Jonctions  uniformes  ,  O pourra  ,  pour 
cette  raifon  ,   être  rangée  parmi  ces  dernières. 

Telles  font  les  fondions  VP,  V^P ,  VP.,  &c.  car  elles 
n'auront  jamais  qu'une  valeur  réelle ,  toutes  les  autres  étant 
imaginaires  ,  pourvu  que  P  foit  une  fonction  uniforme  de  :(. 

C'efl  pour  cette  raifon  que  l'expreffîon  P  "  ,  toutes  les  fois 
que  n  fera  impair,  pourra  être  mife  au  nombre  des  fonc- 
tions uniformes  ,  m  étant  un  nombre  pair  ou  impair  ;  mais 

m 

fl  ;z  eft  un  nombre  pair,  alors  P  "  ou  n'aura  aucune  valeur 
réelle  ,   ou  en  aura   deux  ;    d'où  il  fuit  que  dans  ce  dernier 

m 

cas,  les  expreflîons  telles  que  P  "  pourront  ,  avec  raifon  , 
être  mifes  au  rang   des  fonclions  bitormes  ;  pourvu  que  la 

fraction  —  ne  foit  pas  réductible  à  une  plus  fimple  expreffion. 

16.  Si  y  eft  une  fonclion  quelconque  dez  ,  réciproquement  z 
fera  une  fonction  de  y. 
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En  effet ,  puifque  y  eft  une  fondion  de  •{  ,  foie  uniforme  , 
foie  multiforme  ,  on  aura  une  équation,  par  laquelle  y  fera 
donné  en  :(  &  en  conftantes  ;  mais  on  pourra  réciproque- 
ment conclure  de  la  même  équation  la  valeur  de  :(  en  y  &L 
en  conftantes.  Donc  _y  étant  une  quantité  variable,  la  quan- 
tité \  qui  fera  égaie  à  une  expreffion  compofée  de  y  èc  de 
conftantes  ,  fera  une  fonftion  de  y.  Il  fera  facile  d'en 
conclure  le  degré  de  la  fondion ,  &:  il  peut  fe  faire  que  y 
foit  une  fondion  uniforme  de  i  ,  tandis  que  i  fera  une  fonc- 
tion multiforme  dey.  Par  exemple  ,  fi  la  valeur  de  y  en  ^ 
eft  donnée  par  l'équation  jy'  •=•  ayi  —  ^H^  y  ^^[^  ""^ 
fondion  triforme  de  :(,  &:(  une  fondion  feulement  biforme 

de  jK- 

1 7.  5/  y  &  X  font  des  fonclions  de  7,  ^  y  fera  aujfi  une 
fonclïon  dex  y    &  réciproquement  ^  x  une  fonclion  de  y. 

Puir>.j«o  y  ^fl-  une  fondion  de  :( ,  :[  fera  auffi  une  fonc- 
tion dey:  femblablement ,  ■{  lera  une  fondion  de  x.  Par 
conféquent  la  fondion  dey  fera  égale  à  une  fondion  de  x. 
Par  cette  équation  la  valeur  de  y  fera  donnée  en  x,  &  celle 
de  X  en  y.  Il  eft  donc  évident  que  y  eft  une  fondion  de  x, 
&  que  X  eft  une  fondion  de  y.  A  la  vérité  ,  le  plus  fouvent 
ces  fondions  ne  peuvent  être  repréfentées  explicitement,  à 
caufe  de  l'imperfedion  de  l'Algèbre  ;  cependant  on  n'en 
apperçoit  pas  moins  la  réciprocité  des  fondions ,  comme 
s'il  étoit  pofîible  de  réfoudre  les  équations  de  tous  les  degrés. 
Au  refte  les  méthodes  algébriques  nous  apprennent  que  de 
deux  équations';  l'une  entre  y  &  :[ ,  &  l'autre  entre  x  Si:  :{, 
on  peut  par  l'élimination  de  :( ,  en  former  une  troillème  qui 
exprimera  la  relation  entre  x  &c  y. 

18.  Enfin  on  doit  diflmguer  des  fonclions  paires  ù  des  fonc- 
tions impaires.  Une  fonclion  paire  de  z  efi  celle  qui  donne  la 
même  valeur ,  foit  qu  on  prenne  pour  z  une  valeur  déterminée 
H-  k  oi^  —  k. 

Telle  eft  la  fondion  :^  ^  ;  car,  lî  l'on  fuppofe  :^  =  -\-  k 
ou  —  k  y  il  en  réfultera  toujours  pour  :{ :{  la  même  valeur , 

Evi-i^ylntroduclion  à  l'Anal.  infn.Tomel.  B 


10  Des     Fonctions 

favoir  -4-  kk.  Pareillement  les  puiiïances  :(*,:{*,:{',&  en 
général  toute  puifTance  \"\  -72  étant  un  nombre  pair  ,  foit 
pofîtif ,   foit  négatif,    feront  des  fonctions  paires  de  :(.  De 

plus  ,  comme  la  quantité  ■{  "  peut  pafTer  pour  une  fonction 
uniforme  de  ^  ,   fi  «  ell  un  nombre  impair  ,  il  e(l  clair  que 

m 

^  "  fera  une  fonction  paire  de  ^  ,  lorfque  m  efl:  un  nombre 
pair  ,  6c  que  n  ei\  un  nombre  impair.  Donc  toute  expref- 
lîon  compofée  de  telles  puiflances ,  de  quelque  manière  que 
ce  foit ,  fera  une  fonction  paire  de  :{.  Ainfi  Z  fera  une  fonc- 
tion paire  de^,  fi  on  a  l'équation  Z=a-+-i5;{*-+-  c\*  -+- 
cii^ ~i^  ^c.  ou  Z  =^.f^Js^^±-nl±^l±^     de  même, 

en  introduifant  des  expofans  fradionnaires ,  Z  fera  une 
fonction  paire  de  :{  ,  fi  l'on  a  z;  =  «  -r-  â^^  -+-c^f  -^ 
dr'^.  Sec.  OU  Z  =  a-+-i>l  ^  -{-  c  ^  *  -^  d^  » -4- &c  , 
OU  bien  Z  =  '^-^ — '"['^  *" ^ — ^-^ — ^ .  Ces  expreifions  étant 

toutes  des  fondions  uniformes  de  :( ,  pourront  être  appelléei 
fondions  paires  uniformes  de  :(. 

1 9 .  i/«e  fonction  multiforme  paire  de  ï ,  efl  celle  qui  ,  pour 
chaque  valeur  particulière  de  2 ,  donne  plufieurs  valeurs  déter- 
minces  ,  6  qui  refient  cependant  les  mêmes ,  foit  qu'on  faffc 
2  =  k ,  par  exemple  t  foit  qu'on  faffc  z  =  —  k. 

Suppofons  Z  une  fondion  multiforme  paire  de  :( ,  puifque 
la  nature  d'une  fondion  multiforme  confifle  dans  une 
équation  entre  Z  &;  3[ ,  dans  laquelle  Z  a  autant  de  dimen- 
fions  qu'elle  renferme  de  valeurs  diftindes  ;  il  eft  évident 
que^fera  une  fondion  multiforme  paire  ,  fi  dans  l'équation 
qui  exprime  fa  nature ,  la  variable  :{  a  dans  tous  les  termes  des 
dimenfions  paires.  Ainfi  l'équation  Z'  =  aZ^*  -+-  /5  :j' 
donnera  une  fondion  biforme  paire  de  :j  ;  mais  fi  l'on  a 
Z'  —  a^*Z*  -i-  bvi''  Z  —  £::(*s=30,  Z  fera  une  fondio» 
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triforme  paire  de^;  &  en  général  fr  P,  Ç ,  i? ,  5  ,  Sec.  repré- 
fentenc  des  fonctions  uniformes  paires  de  ;{  ,  Z  fera  une 
fonction  biforme  paire  ,  fiZ*  —  PZh-Ç  =  o,  ScZ  fera 
une  fonction  triforme  paire  de:{,  fi  Z'  —  P  Z^  -h  Q  Z  — 
Jl  =  G  ,■  ainfi  de  luite. 

20.  Donc  une  fonction  paire  c/e  Z  , /oit  uniforme  ^  /oit  mui- 
liformey  fera  une  exprejjlon  compofee  de  la  variable  7.  à  de 
confiantes  ,  dans  laquelle  le  nombre  des  dimenfions  de  z  efi  un 
nombre  pair. 

Outre  les  exemples  des  fonction?  uniformes  paires  que  nous 
avons  donnés,  on  trouvera  encore  des  exemples  des  Fonctions 
dont  il  s'agit ,  dans  les  expreffions  fuivantes  :  a-\-V{bb  —  ^:{); 

ail  ->r-V{<i't—  i^f j,&;a^'-h  l/(f -^V^(a*  — ^^))&c. 
D'où,  il  fuit  que  les  foncîions  paires  peuvent  être  définies  des 

fnnrîions   de  Z  Z. 

En  effet,  fi  l'on  ruppoley  =  ^ 5[ ,  &  que  Z  foit  une  fonc- 
tion de  y;  en  mettant  n  a.  \z  place  dejy,  Z  deviendra  une 
fonction  de  :{  ,  dans  laquelle  i  aura  un  nombre  pair  de  dimen- 
fions. Il  faut  cependant  excepter  les  cas ,  oii  dans  l'expreffion 
il  entreroit  des  quantités  ,  telles  que  V^y ,  &  d'autres , 
dans  lefquelles  en  faifant  y  =  i^:^ ,  le  ligne  radical  difpa- 
roîtroit.  Car,  quoique  par  exemple,  y  -+-  V^ ti y  foit  une 
fon(£tion  dey,  cependant  en  failant  y  =  :^:j,  la  même  for- 
mule ne  deviendra  pas  une  fonction  paire  de  :(  ;  puilqu'elle 
devient  y  -^  x/'  ay  =  W-^  \V  a.  Mais ,  ces  cas  exceptés , 
la  dernière  définition  des  fonctions  paires  eft  bonne,  6c  peut 
même   lervir  à   en  former. 

zi.  Une  fonction  impaire  de  T.  eft  celle  dont  la  valeur  ^  en 
faifant  z   négatif  ,  devient  auffi  négative. 

Ainfi,  on  trouvera  autant  de  fonctions  impaires  de  \ 
dans  chacune  des  puiflances  de  \  ,  dont  les  expofans  font  des 
nombres  impairs.  Telles  font  les  quantités  :(',:(',  :{%:(^,  Sec. 

m 

&:(""    ,^—3,:^— î,    &c.   La  puiffance  i  "    fera  encore 
une   fonction  impaire  ,  li  les  deux  nombres  m  Se  n  font  des 

B  ii 
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nombres  iinpairs.  En  général ,  toute  expreffion  compcfée  de 

femblables  puifTances  fera  une  fonction  impaire  de  ^  ,  comme 

^l-+-H\.^K~^^l~^  ;  &::{  5-+-  a^'  -^è^  '  ,  &c.  Au  relie, 
la  nature  &c  la  formation  de  ces  fonctions  fe  reconnoîtronc 
plus  fiicilement  par  celles  des  fonctions  paires, 

2  1.  Si  une  foncîion  paire  de  z  cjl  multipliée  par  i  ^  ou  par 
une  foncîion  impaire  de  cette  variable  ,  le  produit  fera  une 
fonction  impaire  de  z. 

Soit  P  une  foncflion  paire  de  :{,  laquelle,  par  conféquent, 
refte  la  même,  fi  l'on  met  —  :j  à  la  place  de  •{.  Si  dans 
le  produit  P  ■{  on  met  —  :(  au  lieu  de  \  ,  il  en  réfultera  la 
quantité —  P;j.  Donc  P  :{  iera  une  fonction  impaire  de  •{. 
Soit  toujours  P  une  foncflion  paire  de  :( ,  &  fuppofons  Q^ 
une  fonction  impaire  de  la  même  variable  ,  il  eft  clair  d'après 
la  définition,  que  fi  au  lieu  de  ;[  oii  cciic  —  :[ ,  /^  refte  le 
même  ,  &  que  Ç  devient  —  Ç  ;  par  conféquent  le  produit 
P  Q  par  la  fubftitution  de  —  ^  au  lieu  de  :( ,  fe  changera 
en  —  -PC»  c'eft-à-dire  ,  qu'il  deviendra  négatif  Donc 
P  Ç  eft  une  fondion  impaire  de  •{.  Ainfi  la  quantité 
a  -\'V  [aa  -^- w)  étant  une  fonction  paire,  &:('  une 
fondtion  impaire  ,  leur  produit  a-{^  -^-  \'^  V  [a  a  A-  7^7^)   fera 

une  fonction  impaire  de  r.  Semblablement ,  ?x ^  ^  ^  =a 

-î^-^ ;^-^ — eft  une  fonction  impaire.   On  voit  encore  par-là 

«  -f-   Cî  î  1  _      f 

que  fi  ,  des  deux  fon(£lions  P  èc  Q ,  dont  la  première  P  eft 

paire  ,  &  la  féconde   Ç  impaire,  1  une  eft  divifée  par  l'autre, 

PO 
le  quotient  -^  ou  -p-  fera  une  fonction  impaire  de  ^. 

23.  Si  une  fonction  impaire  efl  multipliée  ou  divifée  par  unt 
fonction  impaire  j  le  produit  ou  le  quotient  feront  des  fonctions 
paires. 

Soient  Q  Se  S  des  fonctions  impaires ,  de  manière  qu'en 
mettant  —  :{  à  la  place  de  \,  Q  devienne  —  Ç  ,  &  que  5  fe 
change  en  —   J ,  il  eft  clair  que  ni  le  produit  QS  ^  ni  le 
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quotient  ~  ne  changent  de  figne  par  le  changement  de 
fjgne  de  ^.  Donc  le  quarré  d'une  fond-ion  impaire  eft  une 
fonction  paire  ;  le  cube  une  fonction  impaire  ;  la  quatrième 
puiflance  une  fon(ftion  paire  ;   ainfi  de  fuite. 

24.  Si  y  e/i  une  fonclion  impaire  de  z  ^  réciproquement  z 
fera  une  fonclion  impaire  de  y. 

En  effet,  puifque  y  eft  une  fonclion  impaire  de  ;{  ,  fî  l'on 
écrit  —  :^  à  la  place  de  :(  ,  _y  fe  changera  en  —  y.  Donc  ,  fi 
la  valeur  de  :{  eft  donnée  en  y,  il  faut  néceflairement  qu'en 
métrant  —  y  ^^  li^u  «-^^  J  >  \  devienne  aulîi  — ^,  Se  par 
confëquent  :[  fera  une  fonction  impaire  dey.  Par  exemple, 
fiy  =  ^',y  eft  une  fonction  impaire  de  :{  ,   ôc  de  l'équation 

:r^  —y,  ou  ^  =y  ' ,  on  conclura  de  même  que  \  eft  une 
fonction  impaire  dey;  £c  parceque,  d  y  =  a'^  -4-  b  "{^  ■y 
y  efl  «ne  fonction  impaire  de  :{  ,  on  verra  que  réciproque- 
ment la  valeur  de  ^  tirée  de  l'équation  b\^  -Hû:(=y,eft 
une  fonction  impaire  de  y. 

15.  Si  la  nature  de  la  fonclion  y  ejl  exprimée  par  une  équa- 
tion ,  telle  que  dans  chacun  des  termes  féparément  ^  la  fomme 
des  expofans  de  ^  Ù  de  z  j  fait  par-tout  un  nombre  pair  ou  un 
nombre  impair  ^  dans  ce  cas ,  y  fera  une  fonclion  impaire  de  z. 

Car  fi  dans  cette  équation  on  écrit  partout  —  ^  au  lieu  de  :(, 
&  en  même  temps  —  Y  au  lieu  de  y ,  tous  les  termes  de 
l'équation  ou  refteront  les  mêmes,  ou  deviendront  tous  né- 
gatifs. Dans  les  deux  cas ,  l'équation  demeurera  la  même. 
D'oii  il  fuit  que  —  y  fera  déterminé  par  —  :{ ,  de  la  même 
manière  que  -I-  y  l'eft  par  H-  :j.  Par  conféquent,  fi  pour  :^ 
on  met  —  :{,  y  deviendra  —  y;  c'eft-à-dire,  que  y  fera 
une  fonction  impaire  de  :j.  Ainfi  dans  les  deux  équations 
y^  =  ay^-ir  bv^7;^-\-c;  &y'  +ûjyy  ^==^J'^^  H-  '^y-^^'ii 
y  fera  une  fonction  impaire  de  ^.  i^ 

1 6.  Suppofons  que  Ta  0  X  foient  refpeclivement  des  fonc- 
tions de  z  ù  de  y  ,•  à  que  Y  fit  déterminé  par  la  variable  y 
0  par  des  confiantes  ,  de  la  même  manière  que  Z  l'eji  par  la 
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Sianable  Z  (&  par  des  confiantes  ;  alors  ces  foncîions  Y  ù  Tjfont 

dites  des  foncUons  fcmbLables   de  ^   ^  de  z. 

Pai-  exemple  ,riZ=aH-^^-l-<::{'&  Y=  a  -+-  by-\-cy*^ 
Z  5c  Y  lemnt  des  foncflions  femblables  de  :(  &  de  y  De 
même  dans  les  fonctions  multif^ormes  ,  Il  Z'  =  a-:^^Z  -\-  b. 
Se  Y^  =  ^yy  Y-\~b  ,  Z  d>L  Y  feront  des  fondlions  fem- 
blables de  :j  6c  de  y.  IL  fuit  de-là  que  fi,  à  la  place  de  :j , 
on  met  y ,  la  fonclion  Z  deviendra  la  fonclion  Y.  Cette 
fimilitude  des  fonilions  peut  être  rendue  ainfi  ,  en  difant  : 
Y  ei\  la  même  fonction  de  y  ,  que  Z  ell  de  -^  ;  cette 
manière  de  s'énoncer  convient  également  ,  foit  que  les  va- 
riables dépendent  ou  ne  dépendent  pas  l'une  de  l'autre.  Par 
exemple  ,  fi  on  a  les  deux  expreffions  a  y  -h  by  '  &i.  a  (y  -+-  «  ) 
-+-  b{y-h  n)^  ;  on  pourra  dire:  la  première  quantité  eft  la 
même  fon<ftion  de  y^  que  la  féconde  eft  de  y  -4-  n.  C'eft 
furquoi  il  n'y  aura  aucun  doute,  fi  on  fait  ^  =  y  •+•  "    ^^  ^" 


fera  de  même  des  fradions -1.^41-^^,  àc^^^^-^^    _    ^ 

qui  font  des  fondions   femblables  de  ^  &— •  En  voilà  afTez 

pour  mertre  à  portée  de  reconnoître  la  fimilitude  des  fonc- 
tions ,  dont  l'ufage  eft  Ci  fréquent  dans  la  haute  Géométrie. 
L'application  que  nous  en  ferons  dans  la  fuite ,  fournira  de 
plus  amples  éclairciffemens. 


CHAPITRE     II. 

De  la  Transformation  des  Fonclions, 

27.  On  change  la  forme  des  fonctions  ,  ou  en  introduifant 
une  nouvelle  variable  a  la  place  de  la  première ,  ou  en  confer- 
vant  la  même. 

Si  l'on  conferve  la  même  variable,  on  ne  peut  pas  dire 
qu'il  y  ait  de  changement  proprement  dit.  Mais  toute  trans- 
formation fuppole  une  autre  manière  d'exprimer  la  même 
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fbnftion  ;  c'eft  ainlî  que  l'Algèbre  nous  apprend  qu'une 
même  quantité  peut  prendre  difFérentes  formes.  On  aura 
une  idée  de  ces  lortes  de  transformations,  fi,  par  exemple, 
au  lieu  de  la  fonction  i  —  3X~^\'{  o^i  écrit  ( i  —  ^ )  (  i  —  ^ ) , 
ou  (  a  -f-  :^  )3  au  lieu  deû'-+-3a^:^-f-3a:^^-H^',  ou  — ^ 

H-  ;77j7-  à  la  place  de  ^ ^^_   )  ou  v^(i  -4-  :(;()  -h  ^  ,  à  la  place 

de  — 7 r — •  Ces  expreffions,  quoique  difFérentes  par  la 

forme,  reviennent  pourtant  au  même;  néanmoins  parmi 
ces  manières  d'exprimer  la  même  quantité  ,  il  y  en  a  qui 
font  plus  propres  que  les  autres  à  remplir  le  but  qu'on  fe 
propolc  ;  ôc  c'eft  pour  cette  raiion  qu'il  eft  à  propos  de 
choifir  celle  qui  elî  la  plus  commode.  L'autre  transforma- 
tion, par  laquelle  on  introduit  au  lieu  de  la  variable  :(  une 
auirc  vav-Ialale^,  qui  ait  aver  la  première  un  rapport  donné, 
eft  dite  fe  faire  par  voie  de  fubftitution  ;  il  convient  d'y 
recourir,  pour  exprimer  une  foniflion ,  plus  brièvement  Se 
plus  commodément  ;  comme  fi  dans  cette  foncflion  de  r , 
a* —  4a^l-\-  6  aa  n  —  ^ai^-h^'* ,  on  metjy  pour  a  —  :^; 
on  aura  une  fondion  de  ^  beaucoup  plus  fimple,  favoir  y'^; 
& ,  fi  dans  la  fonction  irrationnelle  y^ {aa -^-^t^)  on  fait  r  = 


,  la  fondion  de  y,  qui  en  réfultera,  fera  rationnelle 


>  i<* 

^  __  ._f — yy.  Mais  nous  remettrons  à  parler  de  cette  manière 

de  transformer  les  fonctions  dans  le  Chapitre  fuivant  ,  6c 
nous  nous  contenterons  de  traiter  dans  celui-ci  de  la  trans- 
formation ,  qui  fe  fait  fans  fubftitution. 

2  8 .  Souvenu  une  fonction  entière  de  %  fe  décompofe  commo- 
dément en  fcs  facleurs  y  Ô  prend  par-là  la  forme  d'un  produit. 

Quand  une  fonction  entière  elt  ainfi  décompofée  en  fes 
fadteurs ,  on  en  reconnoît  mieux  la  nature  ;  car  on  voit  à  la 
fimple  infpection  dans  quels  cas  fa  valeur  =  o.  Par  exemple, 
en  mettant  cette  fonction  de  \,  G  —  1\-^'^  fous  la  forme 
du  produit  (i  —  \){^  —  î)(3-t-^)>  on  apperçoit  fur  le 
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champ  qu'elle  devient  =  o  dans  trois  cas ,  favoir,  lorfque 
:f  =  1 ,  ou  :{  =  2  ,  ou  :{  =  —  3  ;  propriétés  ,  qu'il  eût  été 
moins  aifé  de  conclure  de  la  première  forme  6  —  7t~^^'- 
Ces  fortes  de  facteurs,  dans  lefquels  il  n'entre  aucune  puif- 
fance  delà  variable  ^,  font  appelles  faileurs  fimples  ,  pour 
les  diftinguer  des  facteurs  compofés ,  qui  renferment  le 
quarré  ,  ou  le  cube  ,  ou  une  autre  puiffance  plus  élevée  de 
la  variable.  Ainfi  la  forme  générale  des  fa£teurs  fimples 
iera  f-^-g^i  celle  des  facleurs  doubles  ,  f-^g\  -^  ^w; 
celle  des  facfteurs  triples  ,  f-hg\  -4-  h:^i-\-  i\\  ainfi  des 
autres.  Il  eft  clair  d'ailleurs  qu'un  facteur  double  renferme 
deux  facteurs  llmples  ;  un  fadleur  triple,  trois  facteurs 
fimples ,  ainlî  de  fuite.  Donc  une  fonction  entière  de  :{ , 
dans  laquelle  l'expofant  de  la  plus  haute  puiffance  = /r, 
contiendra  n  facteurs  iimples,  &:  par  conséquent,  le  nombre 
des  faéleurs ,  s'il  y  en  a  de  doubler,  oa  de  t-riploo  ,  fciu  ea 
même-temps   connu. 

29.  Les  facteurs  fimples  d'une  fonction  entière  "Z,' de  ^  fc 
trouvent ,  en  égalant  la  fonclion  Z  a  ^éro ,  &  en  cherchant 
toutes  les  racines  de  cette  équation  ;  car  elles  donneront  chacune 

[b]    autant  de  facleurs  fimples  de  la  fonclion  Z. 

En  effet,  foit  l'équation  Z=  o,  laquelle  ait  pour  racine 
r  =./^,  \  — f  ieva.  un  divifeur  ,  &  par  conféquent  un  fa£leur 
.  de  la  fonction  Z.  Ainfi ,  en  déterminant  toutes  les  racines 
de  l'équation  Z  =  o  ,  que  je  fuppofe  être  î[  =/>  ^  =^> 
:j  =  /z;  la  fonction  Z  fera  décompofée  en  fes  fadleurs  {impies, 
èc  prendra  la  forme  du  produit  Z=  (:{  — f)  (\  —  g) 
(  :j  —  h),  2cc:  mais  il  faut  obferver  que,  fi  le  coefficient  de 
la  plus  haute   puifFance   de  :(   dans   Z  n'étoit  pas  l'unité,   il 

(0    faudroit    de    plus   multiplier    le    produit  par   ce  coefficient. 

Par  exemple  ,  d  Z  ^=  A^  -i-  B-{~^  -+-  C:("~"  -|-  &:c  ,  on 
aura  Z  =  A{-^  — /)  (  :(  — g)  {\  —  A  )  &:c  ;  ou  bien  fi  Z  =  ^ 
H-5:(H-C :{^-hZ) :['-!-£':(* -i-&c,  &  que  les  racines  \  de 

réquatioti  foient  f  ■>  g-,  k ,  i  i  ècc ,  on  aura  Z  1==  A  {i ^), 

(I  -^ 
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(i  —  —  )fi  —  -|-^  &c.  Concluons  de-là  réciproquemenc 

que ,  n  l'un  des  facteurs  de  la  fonction  Z  eft  :(  — fou  i ^  » 

la  valeur  de  la  foncflion  fe  réduit  à  zéro,  H  on  écrit /^ à  la 

place  de  :(»  Car  en  faifant  :[  =/",  un  facleur  -i^  — fou  i -■ 

de  la  fonction  Z  doit  s'évanouir ,  &  par  fuite  la  fonction  Z 
elle-même. 

30.  Les  faveurs  fimples  feront  donc  ou  réels  ou  imaginaires  , 
&  fi  la  fonclion  Z,  a  des  facleur  s  imaginaires  ^  ils  feront  toujours 
en  nombre  pair. 

Car ,  comme  les  fa£teurs  fimples  proviennent  des  racines 
de  l'équation  Z  =;  o ,  les  racines  réelles  fourniront  des  fac- 
teurs réels ,  &  les  racines  imaginaires  des  fa(fteurs  imagi- 
naires ;  mais  comni^  dans  toute  équation  ,  le  nombre  des 
racines  JiT»ag;naii-e<;  eft  toujours  pair ,  il  s'enfuit  que  la  fonc- 
tion Z  n'aura  aucun  facteur  imaginaire ,  ou  qu'elle  en  aura 
deux,  ou  quatre,  ou  fix,  &:c.  Si  la  fonction  Z  renferme 
feulement  deux  facteurs  imaginaires  ,  leur  produit  fera  réel , 
&  donnera  conféquemment  un  fadteur  double  réel.  Car 
foit  P=au   produit  de  tous  les  facteurs  réels,  le  produit 

2. 
des  fadteurs   imaginaires  fera  -5-,   &  par  conféquent   réel. 

Sembiablement ,  fi  la  fonction  Z  renferme  quatre ,  ou  fix , 
ou  huit,  &:c.  facteurs  imaginaires,  leur  produit  fera  toujours 
réel  &  égal  au  quotient  de  la  fon6tion  Z ,  divifée  par  le 
produit  de  tous  les  hidteurs  réels. 

31.  Si  Q_  efi  un  produit  réel  de  quatre  ficleurs  fimples  ima- 
ginaires ,  je  dis  que  ce  même  produit  pourra  être  rejoiu  en  deux 
fadeurs  doubles  réels. 

Car  la  fonction  Ç)  aura  cette  forme  t^ -\- A-a^ -\~  B -^ -^ 
C-{  -h  D.  Si  l'on  nie  qu'elle  puifle  erre  décompofée  en 
deux  facteurs  doubles  réels,  elle  pourra  l'être  du  moins  en 
deux  facteurs  doubles  imaginaires  ,  qui  auront  cette  forme  : 
\\  —  i{p^qV—  \)\-\-r-^  s\^  -~\,^7^-{—  x{p  —  q\^—x)-^ 
ri-  ^ —  ^V^ —  i;  car  on  ne  peut  concevoir  d'autres  formes 

EuLER ,  Introduclion  h  l'Anal,  infin.  Tome  I.  C 
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\fl)  imaginaires  ,  donc  le  produit  Toit  réel  ,  c'eft-à-dire, 
=  :{*-f-y4:j'-h  5:{*"4-  C:j[-+-i).  Or  on  tirera  de  ces  fadeurs 
imaginaires  doubles  les  quatre  fadleurs  imaginaires  fimples 
àe  Q  y  comme  il  fuie. 

ï.  i  —  (p-irqV — i)-^V{pp'^tpq'\/'—\—qq—r—sV'-\) 
II.  i  —  {p-\-q\/' — i) — i/'[pp-t^xpqx/-  —  i  —  qq—r — sX/' — l) 
îll.^  —  {p—qy^ — l)~\-l^[pp—-ipqy^ — l  —  qq—r+SV^ — l) 
lY.\—{p — ql^—'i)—V^{pp  —  zpqV—l—qq — r-^sV — l) 

Si  l'on  multiplie  l'un  par  l'autre  ,  le  premier  &;  le  troifieme 
de  ces  facteurs ,  en  faifant ,  pour  abréger ,  t  =  pp  —  qq  —  /"  j 
hLu=-  X  pq  —  5,  on  aura  un  produit  réel ,  qui  fera  =  :(i[  — 

{ip — K2/-f-at/(f>-m'))  \  -^■pp-^qq  —  pV -Lt ^ %v  {i^ ^IF') 

de  même  le  produit  du  fécond  &  du  quatrième  fa<n:cur  feia 
réel ,  &  =  :{:{  —  (  1/  -+-  V %t-^iv {t^"^^)  )  \  -^  PP  -^  qq 
^  py^^t^^y  (^t^^u^)   -t-    Vt^^u\    Donc  le  produit  pro- 

-+-   q  V^—  af-H2V(t*-f-«') 
pofé    Ç   qu'on   fuppofoit  n'être  pas  décompofable  en  deux 
fa£leurs  doubles  réels ,  fe  trouve  par  le  fait  décompofé  en 
de  tels  facteurs. 

3z.  Quelque  fait  le  nombre  de  facteurs  fimples  imaginaires ^ 
dont  une  fonclion  "Z,  de  7.  eji  compofée  ,  on  pourra  toujours  en 
combiner  deux ,  de  manière  qu'il  en  réfulte  un  produit  réel. 

Le  nombre  des  racines  imaginaires  étant  toujours  pair , 
fuppofons  le  =  2  /z ,  d'abord  il  eft  clair  que  le  produit  de 
toutes  ces  racines  imaginaires  eft  réel.  S'il  y  a  feulement 
deux  racines  imaginaires,  leur  produit  fera  certainement 
réel;  &  s'il  y  a  quatre  fadieurs  imaginaires,  leur  produit, 
comme  nous  venons  de  le  voir ,  peut  être  décompofé  en 
deux  facteurs  doubles  de  la  ïoxvs\^  f-i(^ ^ g\'^  h.  Quoique 
la  même  manière  de  démontrer  ne  s'étende  pas  aux  puif- 
fances  plus  élevées,  il  paroît  cependant  hors  de  doute  que 
cette  propriété  convient  également  à  un  nombre  quelconque 
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de  fa£leurs,  de  forte  qu'à  la  place  de  in  faéteurs  fimples 
imaginaires ,  on  pourra  fuppofer  un  nombre  n  de  facteurs 
doubles  réels.  Donc  toute  fonction  entière  de  :j  pourra  être 
décompofce  en  facteurs  réels,  ou  (impies  ,  ou  doubles.  Si 
la  vérité  de  cette  piopofition  n'eft  pas  dcmontrée  ici  en  toute 
rigueur,  elle  acquerra  dans  la  fuite  un  nouveau  degré  de 
force ,  quand  nous  décompoferons  effe^livement  en  fa£leurs 

doubles  réels  les  fon<ftions  de  cette  forme:  a-\-  è'^   ;  a-\-  b-^ 
'^ci^''',a^bi'-^ci''-^di^\  ^iciToyci  l'art.  154,  ù 
la  note  qui  y  eft  relative  ). 

33.  Si  une  fonction  entière  Z  ,  en  faifant  z  =  a ,  prend  la 
valeur  K  ,  ù  en  faifant  z  =  b  ,  prend  la  valeur  B  ;  en  mettant 
à  la  place  de  z  ^  des  valeurs  moyennes  entre  a  6"  b,  /a  fonc- 
tion Z.  peut  prendre  toutes  les  valeurs  moyennes  qu'on  voudra  y 
entre  A  <&  B. 

Puifque  Z  eft  une  fondlion  uniforme  de  :(,  quelque  valeur 
réelle  qu'on  donne  à  :(,  la  fonction  Z  aura  auffi  une  valeur 
réelle,  &:  il  la  quantité  Z  ,  dans  le  premier  cas,  où  :{  =  û  , 
prend  la  valeur  A  ,  èc  dans  le  fécond  cas  ou  -^  —  è  ^  la. 
valeur  B ,  elle  ne  pourra  pafTer  de  A  h  B  ,  qu'en  pafTant  par 
toutes  les  valeurs  intermédiaires.  Donc,  fi  l'équation  Z —  A 
B=  o  ,  &  l'équation  Z  —  5=0,  ont  une  racine  réelle, 
l'équation  Z —  C  =  o,  en  aura  une  auffi  ,  pourvu  que  C 
foit  renfermé  entre  A  &c  B.  Donc ,  Il  les  exprellions  Z  —  A 
&c  Z  —  B  ont  un  fadeur  fimple  réel  ,  l'expreffion  Z  —  C 
en  aura  un  auffi,  toutes  les  fois  que  C  fera  renlermé  entre 
Aèc  B. 

34.  Si  dans  la  fonction  entière  Z  l'expofant  de  la  plus 
haute  puijjance  de  z  eji  un  nombre  impair  2  /z  -h  i  ,  /a  fonction  Z 
a^ra  au  moins  un  facteur  fmple  réel. 

La  fonction  Z  aura  cette  forme  :{*""'" '-4- «?*" -f-C?*"~* 
-+-  7  î  -»-  &c.  Si  l'on  fait  :j  ==  00  ,  tous  les  termes  difpa- 

roîcront  devant  le  premier,  &  elle  deviendra  Z  =  f  00  )  '"'^* 
;=s  00.  Donc  Z  —  00  aura  un  facteur   fimple   réel,  lavoir, 

Cij 
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;j  —  ce.  Mais  fi  on  fuppofe  ^  =  —  oo ,  Z  deviendra  (  —  oo  )*" 
=  —  00  ,  &;  par  conléquent  Z-h  oo  aura  pour  ta(fleur  fimple 
réel ,  :(  -H  co.  Puis  donc  que  Z  —  oo  &;  Z  -}-  oo  ont  chacun 
un  fadleur  fimple  réel ,  il  s'enfuit  que  Z  -^  C  aura  un  fac- 
teur fimple  réel ,  pourvu  que  la  valeur  de  C  foit  renfermée 
entre  les  limites  -4-  oo  &;  —  oo  ;  c'eft-à-dire,  pourvu  que  C 
foit  un  nombre  réel  quelconque,  ou  pofirif,  ou  négatif. 
Donc,  fi  C=  o,  la  fonction  Z  aura  un  fadleur  fimple  réel 
;{  —  c  y  Se  la  quantité  c  fera  comprife  entre  -h  oo  &  —  ©o  ; 
c'efl  à-dire,  fera  ou  une  quantité  pofitive,  ou  une  quantité 
négative  ,  ou  zéro. 

35.  Donc  une  fonction  entière  Z,  dans  laquelle  l'expofant 
de  la  plus  grande  pu'ijfance  de  2  efl  un  nombre  impair ,  aura 
ou  un  facleur  fimple  réel  ^  ou  trois  ,  ou  cinq  ^  ou  fpt  ^  &c. 

Il  vient  d'être  démontré  que  la  fon£bion  Z  avoir  au  inoins 
un  fadteur  fimple  réel,  :j  —  c.  Suppofons  qu'elle  en  ait  encore 
un  autre  \  —  d^&c  divifons  cette  fondlion  Z ,  dans  laquelle 

la  plus  haute  puiflance  de  :(  efl:  :{  ,  par  (  :(  —  c)  {\  —  d)  y 

la    plus  haute  puilTance  du  quotient  fera  =  :(  ,  dont 

l'expofant  impair  annonce  encore  un  faéïeur  fimple  réel. 
Donc,  fi  la  quantité  Z  a  plus  d'un  farceur  fimple  réel,  elle 
en  aura  ou  trois  ,  ou  (  en  continuant  de  raifonner  de  la 
même  manière  )  cinq  ou  fept,  &c.  c'eft-à-dire,  qu'il  y  aura 
un  nombre  impair  de  facteurs  fimples  réels;  ôc  comme  le 
nombre  de  tous  les  facleurs  fimples  =  2  /z  -+-  i ,  celui  des 
faifteurs  imai;;inaires  fera  pair, 

3  6.  Une  foncîion  entière  Z ,  dans  laquelle  l'expofant  de  la 
plus  haute  puijjance  de  z  ejî  un  nombre  pair  2  n ,  aura  ou  deux  , 
ou  quatre  ,  ou  fix ,  ou ,  &c.  facteurs  fmples  réels. 

Car  luppoions  que  le  nombre  des  facfteurs  fimples  réels 
de  Z  foit  impair  Se  =  iot  -+-  i  ;  fi  on  divife  la  fondlion  Z 
par  leur  produit,  la  plus  haute  puilFance  du  quotient  fera 

^=  \  ,    dont  l'expofant  eft   impair.   La  fonction   Z 

aura  donc  encore  au  moins  un  facteur  fimple  réel.  Donc  le 
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nombre  des  Tableurs  (impies  réels  fera  au  moins  =  i  m  -t-  2  , 
&  par  conféquent  pair  ;  &  celui  des  facteurs  imaginaires  fera 
également  pair.  Donc  les  facteurs  fimples  imaginaires  d'une 
fondion  entière  quelconque  font  toujours  en  nombre  pair  ; 
comme  nous  l'avons  déjà  dit. 

3  7.  Si  dam  la  fonclion  Z  l'expofant  de  la  plus  haute  puif- 
fance  de  2  efi  un  nombre  pair^  &  que  le  terme  abfolu  ou  confiant 
fait  affecté  du  figne  -— ,  la  fonclion  Z  aura  au  moins  deux  fac- 
teurs fimples  réels. 

La  fonction  Z,  dont  il  s'agit  ici,  aura  donc  cette  forme: 

:j*''_4_.;j--'H_et'"~'d= ..±«î-^.    Si   l'on 

fait  :j  =  00  ,  Z  deviendra,  comme  ci-deflus,=  00  ,  &  fi  l'on 
fait  :(  =  o,  Z  deviendra  -^  —A.  Donc  Z  —  00  aura  le  fac- 
teur réel  7^  —  co  ,  &.  Z  -+-  ^  le  fadeur  réel  :(  —  o ,  d'où  il 
fuit  que  ,  o  étant  renfermé  entre  les  limites  —  00  &-+-^, 
Z-h  o  a  un  facfteui  fimple  réel  ■{  —  c,  c  étant  compris  entre 
les  limites  o  &  00.  En  faifint  enfuite  :(  =  —  00  ,  Z  devient 
encore  =  00  ;  ainfi  Z  —  00  aura  pour  facteur  :(  -i-  »=  ,  & 
comme  Z  -+-  v^  a  pour  facteur  Z  -+-  o ,  il  s'enfuit  que  Z  -f-  o 
a  un  facteur  fimple  réel  7^  -\-  d  ^  d  étant  compris  entre  o 
&  00  ;  ce  qui  conftate  la  vérité  de  la  propofition.  On  voit 
par-là  que  li  Z  eit  une  fonction,  telle  qu'elle  eft  fuppofée 
ici ,  l'équation  Z  =  o  a  au  moins  deux  racines  réelles ,  l'une 
pofitive  ,  l'autre  négative.  Par  exemple,  l'équation  t^-^-  av^ 
^\-'^T^  -\-y  \  —  iza  =  oa  deux  racines  réelles ,  l'une  pofitive , 
l'autre  négative. 

38.  Si  dans  une  fonclion  fraclionnaire  la  variable  z  a  autant 
ou  plus  de  dimenfions  dans  le  numérateur  que  dans  le  déncmi- 
nateur  y  cette  fonclion  pourra  être  décompoféc  en  deux  parties  y 
l'une  qui  fera  un  entier^  &  l'autre  une  fraction  ,  dans  le  numé- 
rateur de  laquelle  la  variable  z  aura  moins  de  dmienfwns  que 
dans  le  dénominateur. 

En  eflet,  l'expcfant  de  la  plus  haute  puiflance  de  7^  étant 
moindre  dans  le  numérateur  que  dans  le  dénc  minateur , 
divifons  à  la  manière  ordinaire  le  numérateur  par  le  déno- 
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minateiir,  jufqua  ce  que  nous  trouvions  au  quotient  un 
expofant  négatif  pour  ^  ,  *^  terminons  là  l'opération  de  la 
diviilon ,  nous  aurons  un  quotient  compofé  d'une  partie 
entière  ôc  d'une  fraction  ,  dans  le  numérateur  de  laquelle 
le  nombre  des  dimeniions  de  ^  fera  plus  petit  que  dans  le 
dénominateur;  &:  ce  quotient  fera  égal  à  la  fonction  propo- 

fée.  Prenons ,  pour  exemple ,  la  fonction  fractionnaire  - — -  î 
. ,  ...  i  -t-  Il 

en  faifanc  la  divifion  ,  comme  on  le  voit  ici  .' 


C'-HU 

—  îî-t-I 

î 

•-U        ^^        '^ 

I-+-ÎÎ 

Nous  trouverons       —  =  r  ?  —  i  H •  Ces  fortes  de 

fonctions  fractionnaires,  dans  lefquelles  la  variable  ;j  a  autant 
ou  plus  de  dimenfions  au  numérateur  qu'au  dénominateur, 
peuvent  être  appellées,  comme  en  Arithmétique,  des  frac- 
tions improprement  dites,  pour  les  diilinguer  des  véritables 
fractions ,  dans  le  numérateur  defquelles  la  variable  ^  a 
moins  de  dimenfions  que  dans  le  dénominateur.  Ainfi  une 
fonction  fracftionnaire  improprement  dite  pourra  être  réfolue 
en  une  fonction  entière,  ôc  en  une  fonction  fractionnaire 
prof>remenc  dite  ;  ôc  cette  réfolution  fe  fera  par  la  divilion 
ordinaire. 

39.  Si  le  dénominateur  d'une  fonction  fractionnaire  efl  com^ 
pofé  de  deux  facteurs  premiers  entr'eux ,  cette  fonction  pourra 
être  décompofée  en  deux  fractions  ^  dont  les  dénominateurs  J oient 
refpectivement  égaux  a   ces  deux  facteurs. 

Quoique  cette  décompofition  convienne  également  aux 
deux  efpeces  de  fonctions  fractionnaires,  dont  nous  venon» 
de  parler  ;  nous  l'applivjuerons  particulièrement  aux  fonc- 
tions fractionnaires  proprement  dires.  Ayant  donc  décom- 
pofé  le  dénominateur  de  la  fonCtion  en  fes  deux  facteurs 
premiers  eiicr'eux  ,  la  fonCtion  propofée  fe  chân^jera  en  deux 
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autres ,  qui  font  véritablement  fractionnaires ,  &  dont  les 
dénominateurs  feront  refpectivement  égaux  à  ces  deux  fac- 
teurs ;  de  plus  cette  réfoiution ,  pourvu  qu'il  s'agifle  de 
véritables  fraftions ,  ne  pourra  s'efFeéluer  que  d'une  feule 
manière.  Un  exemple  fera  mieux  fentir  que  le  raifonne- 
ment,  la  vérité  de  ce  que  nous  avançons;  foie  donc   pro- 

pofée  la   fonélion  fradlionnaire  ,  ~ — — — li^-^^Iii— ,  dont  le 

dénominateur  i -f- 4  :j*  eft  égal  au  produit  (  i -|- 2  :^-j_  2  rr) 
(i  —  i-^-h  i:^^)-,  cette  fradlion  fe  décompofera  en  deux 
autres  ,  dont  l'une  aura  pour  dénominateur  i  H-  2  :j  -»■-  2  rr, 
&  l'autre,  i  —  2:j-hx:^:j.  Comme  ce  font  de  vraies  frac- 
tions, fuppofons,  pour  les  trouver,  le  numérateur  de  la 
première  =  <e  H- f  :(,  &  celui  delà  féconde  =  >- -4-«^  :(,  nous 
aurons    par    hvpothefe  ,     '~'t-»- 3{t  — 4î_   __  ^ 'L±Jl 

"^  'i_^a,li_\.^  •  Ajourons  ces  deux  fraâiions ,  après  les  avoir 
réduites  au  même  dénominateur  ;  leur  fomme  aura  pour 

Numérateur  Dénominateur 


4î* 


-^^^  H-  2  ^11  ■+■  1  <r^  = 
Le  dénominateur  étant  donc  égal  à  celui  de  la  fraétion 
propofée,  il  eft  nécefTaire  de  rendre  auffi  égaux  les  numé- 
rateurs ,  ce  qui  pourra  toujours  fe  faire ,  &;  cela  d'une 
manière  feulement,  à  caufe  qu'il  y  a  précifément  autant 
de  lettres  inconnues  *,^,  7-,  <r  que  de  termes  à  égaler.  Ainfî 
nous  aurons  les  quatre  équations  fuivanres  : 

ÎI.  —  2a  +  f -l-  1^4-  J^=: 1       IV.     2C-f-l<r=.  4 

A  caufe  de  «  -4- ,,  =  i ,  &  de  ^  -+-  <r  =  —  2  ,  les  équations 
II  ôc  III  donneront  «  —  y  z=  o  ;  &c  S'  —  ^  =  y.  D'où 
"—i;  >  =  7i  ^  =  —  7;  ^  =  —  ^',    ainfi  Ja  fradion 
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propofée      ~^^ — 3ii  —  4i     ^^  transformée  en  ces  deux-ci  : 

— — h  ■ — - — t: .  Il  eft  facile  de  voir  que   dans 

tout  autre  cas  la  décompofîtion  doit  de  même  réuffir , 
parce  qu'il  y  a  toujours  autant  de  lettres  inconnues  qu'il 
eft  néceflaire ,  pour  trouver  chaque  numérateur.  Mais  la 
(e)  théorie  ordinaire  des  fra(£bions  nous  apprend  que  cette 
réfolution  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  les  cas  où  les  fadteurs 
du  dénominateur  font  premiers  entr'eux. 

40.  La  fonction  fractionnaire  -^  pourra  donc  fe  réfoudre  en 

autant  de  fracîions  fmples  de  la  forme  ■ >  que  le  déno- 
minateur N  renferme  de  facteurs  fmples  ,  inégaux  entr'eux. 

Cette  expreflîon  —  repréfente  une  fondlion  fractionnaire 
quelconque  proprement  dite  ,  telle  que  M  de  N  loient  des 
fonctions  entières  de  :[  ,  &  que  la  plus  haute  puiiïance  de  :^ 
dans  M  foit  moindre  que  dans  N.  Décompofons  donc  le 
dénominateur  N  en  fes  fadeurs  lîmples ,  &:  fuppofons-les 

inégaux  entr'eux ,  l'expreflion  —  fera  transformée  en  autant 

de  fractions  qu'il  y  a  de  faileurs  fîmples  dans  le  dénomina- 
teur N,  parce  que  chaque  fafteur  devient  le  dénominateur 
d'une  fraction  partielle.  Si  donc  p  —  ^:^  eft  un  facteur  de  TV, 
il  fera  le  dénominateut  d'une  des  fractions  partielles  ,  èc 
comme  le  nombre  des  dimenlîons  de  ^  doit  être  plus  petit 
dans  le  numérateur  que  dans  le  dénominateur^ — q^^,  le 
numérateur  fera  néceffairement  une  quantité  conftante. 
Donc   chaque    fa(Steur   fimple  p  —  ^:j   du   dénominateur  H 

donnera    une    fraction    fimple  >   de    manière    que    la 

fomme  de  toutes  ces  fractions  foit  égale  à  la  fradion  pro- 
r'       M 

po^ee  — . 
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Exemple. 

Soit  propofée  la  fonction  fractionnaire  —'■)  les  faéleurs 

{Impies  du  dénominateur  étant  :j,i  —  :(,&:i  -}•-:(,  cette 
fonclion  fe   décompofera  en  ces   trois  fractions   fmples  — ;;• 

=  ^^i  dont   il  s'adt  de  dérerniiner 


B 


les  numérateurs  conftants^,  B  &c  C.  Réduifons  ces  fra<flions 
au  même  dénominateur,  ^^-^l\  l'i  fomme  des  numérateurs 

devra  être  égale  à  i-^^:^;  d'oii  naît  l'équation 

J  -i-B  ^  —  A^:i=  1  -h  11=  I  -^  o  i~h  II. 
'  -^C  i-hBii 

—  ^IK 
Nous  tirerons  de-là ,  en  comparant  les  coëfîiciens  des  puif- 
fances  égales,  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  lettres  inconnues, 
A,  B,  C ,  (avoir  , 

I.        A=u 

ILB-hC=o. 

III._^_h5— C=r. 

Donc  B—C=i;A=  i;  5=i,ac  C=  —  i.  La  fraction 

propofée  prendra  donc  cette  forme  —H ^ .  — î — .   On 

voit  femblablement  que,  quelque  foit  le  nombre  de  fa(fl:eurs 
fimples,  inégaux  entr'eux  ,  du  dénominateur  A^,  la  fradion 

—  fe  décompofera  toujours  en  autant  de  fractions  fimples; 

mais,  s'il  y  a  quelques  facteurs  égaux  entr'eux  ,  on  s'y  prendra 
d'une  autre  manière  qui  fera  expliquée  ci-après. 

41.  Chaque  facleur  fimple  du  dénominateur  N,  fournijfant 
une  fraciion  fimple  pour  la  réfolution  de  la  foncllon  propofée  ^  , 
il  s'agit  de  faire  voir  comment  la  connoiffance  d'un  facteur 
fimple  du  dénominateur  N  donne  celle  de  la  fraciion  fimple 
corref pondante. 

EuLER ,  Introducîion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.  D 
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Soie  p  —  q7^    un    fa6leur  fimple  de  iV,  de  manière  quft 
iV^=(n  —  ^:j)  i" ,  ôc  que  5  foie  une   fon£lion  entière  de  :^  ; 

fuppofons  la  fraclion  qui  dérive  du  îzGiem p  —  q  :(,  -^    _     »  Sc 


A 

—  ( 

foie    ç    la   fracftion    qui   refaite   de    l'autre    fadleur    S    du 

MAP 

dénominateur,  de  manière  que  {art.  39  )  -irr-= h   -— 

'  ^  ■'  ''  '      N  p  —  qi  S 

M  -r^  P  M  —  AS        r,  r 

>_^   7- TF".  Donc  — ç-  =  ; — ^ r—-.   Pour  que  ces  frac- 

—    (p  -q{)S  ^  M   r    ^^~^^)'^ 

tions  foient  les  mêmes,  il  faut  que  M  —  ^5  foit  divifible 
par  p  —  ^:j,  parce  que  la  fonction  entière  P  eft  égale  au 
quotient  de  cette  divifion.  Mais  y  i'i  p  —  q  ^  eft  un  divifeur 

de  Aï —  A  S  ,  cette  expreflion,  en  faifant  -^  =  --^  ,   doit  fe 

réduire    à   zéro.    Mettons  donc  ,  à  la  place  de  :(  ,  la  valeur 

conftante   -^   dans  AI  6c  S .  nous  aurons    A/  —  A  S  =  O' 

Donc  A  = .  Donc,    par  ce  procédé,   le  numérateur  A 

de  la  fradion  cherchée  -^;; —  fe  trouve  déterminé.  Si  ,  au 
moyen  des  facteurs  fimples  du  dénominateur  A^  ,  que  je 
fuppofe  toujours  inégaux  ,  on  forme  de  cette  manière  t-outes 
les  fraâ:ions  partielles,  leur  fomme  fera  égale  à  la  fondion 

r.        M 

propolee-^. 

Exemple. 

Si  dans  l'exemple  précédent  '  ^  ^]  ,  où  M  =  i  -4-  ^ ^^  & 
A'=  ■{-\\  on  prend  •{  pour  le  fadeur  fimple;  alors 5  =  1 — :j:^ 
&  le  numérateur  de  la  fracftion  fimple  —  fera  =  |  _^^  ^=  i, 

à  caufe  de  :(  =  o  >  valeur  qui  réfulte  de  l'hypothèfe  du 
fadeur  fimple  1  égale  à  zéro.  De  même  fi  l'on  prend  le 
facteur  i  —  :{  du  dénominateur,  de  forte  que  J  =  :[-!-  :(  :(, 
on  aura  A  =  '  "^  ^—  en  faifant  le  fadeur  i  —  ^  =  0.  Donc 
y^  =:  1  ,  6c  par  conféquenc  la  fradion  partielle  réfultante  du 
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faveur   i  ^—  ^  fera  =  —3—.     Enfin     le   troifieme    fadeur 

I  -+-:(,  à  caufe  de  S  t=  :^  —  ^^,   Se  de  A  =  ^  ^  en 

faifant  i-t-:[  =  o,  ou:^=  —  i,  donnera  A  =  —   i  ^    &c 
la  fradbion  (împle  =  -^ — .  Ainfi  en  fuivant  cette  règle,  on 

trouve    '  "^  ^5   = h  ~ "- ^ — ,  comme  ci-defTus. 

42 .   i^/ze  fonction  fractionnaire  de  cette  forme       _ — r„ ,  dont 

le  numérateur  P  ne  renferme  pas  une  auffl  grande  puifance  de  z 
que  le  dénominateur  (  p  —  q  z  )" ,  peut  être  changée  en  une  fuite 

de  fractions  partielles  de  cette  forme-. — -^ r„  -+-■  ^^j-^ 

C  K  ,        ,  ^P  -  9^) 

j  dont  Les  numérateurs 


fuient  tous  des  quantités  confiantes. 

Puifqiie  la  plus  grande  pujflance  de  •{  dans  Je  numérateur 
P  eft  plus  petite  que  :(",  elle  fera  :{""',  &:  par  conféquenc 
P  aura  cette  forme  a-l-f:{-t->:{'H-«r:j'-f-,...^  ^-n—  i_ 
Cette  fuite  a  un  nombre  n  de  termes ,  &  le  numérateur  de 
la  fomme  de  toutes  les  fractions  partielles  ,  après  qu'elles 
auront  été  réduites  au  même  dénominateur  ,  doit  lui  être 
égal.     Ce    numérateur    fera    donc    =   A  -\-  B  {p  —  ûr)-f- 

^  (F  —  ^  l)\-+-  D  {  p  ^  qi)'^   -4- -h^^{p  —  qi)"-\La. 

plus  haute  puifTance  de  ^  elt  ici ,  commiC  dans  -?,?""',  Se 
il  y  a  autant  de  lettres  inconnues,^,  B,  C,  ....  A!" 
(  le  nombre  en  eft  n)  qu'il  y  a  de  termes  correfpondants  à 
comparer.  Les  lettres  confiantes  A,B ^  C,  Sec.  pourront  donc 
être  déterminées  ,  de  manière  qu'on  ait  la  fonction  fraction- 
naire  ,     ^     ,    =- d: ^  l .  c 

r4- ——:  -h H Nous  allons  donner 

(p  -  u\  ''"^^ 

un  moyen  facile  de  trouver  ces  numérateurs. 

43-  Si  le  dénominateur  N  de  la  fonclion  fraclionnaire  ^ 

Dii 
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a  pour  facleur  (  p  —  q  z  )  %•  on  trouvera  de  la  manière  fuîvantc 

les  /raclions  partielles  qui  réfultent  de  ce  facleur. 

Nous  avons  montré  comment  on  trouvoic  les  fractions 
partielles  qui  dérivoient  des  facleurs  fimDles  ,  inégaux  en- 
tr'eux.  Suppofons  à  préfent  qu'il  y  ait  deux  facleurs  égaux, 
ou  ,  en  les  réunifFant  ,  qu'un  fadleur  du  dénominateur 
N(olt{p  —  q^Y-  Suivant  l'art,  précédent,  il  en  réfultera 
ces  deux  fraélions  partielles  , — r-  -i .  Or  foit  N  ==i 

(p  —  a  7  )    J  ,  on  aura  --  --^  -. — .— —   =  -. r- 

vr     ^1.^      p     p  (p-iiys       (p-g^)^ 

-+-  -+-  -T"  »   —    déficrnnnt    la   fomme  de  toutes    les 

p  —Il  ■^       .  *       .   ^ 

fractions  (impies  qui  proviennent  du  facfleur  S  du  dénomi- 

T-i  p  M—AS  —  B(p—qz)S  o, 

nateur.    Donc    on    aura    ~-   =    -, ^^^-—-^ —  »    cC 

s  (p   -  qi)-S  » 

PM — AS — S(p  —  qZ)S  ^  r         n-  •  Tt 

{p  —  11)  I 

fîut  donc  que  la  quantité    M— AS  —  B{p  —  q\)S    foie 

divilible  par  {p — q\)''-  Elle  le  fera  donc  d'abord  par/? — ^;^, 

&;  l'exprellion  totale  M  —  AS  —  B{p — ^  :()  5"  s'évanouira  , 

fi  l'on  fait  p  —  ^^=0,  ou  ^  =  -^.  Ecrivons  donc  par- 
tout —  à  la  place  de  :(  ;  nous  aurons  M —  AS  =  o  ,  &:  par 
conféquent  A  =  — —  ,  c'eft  à-dire  ,  que  la  fradiion  -  don- 
nera la  valeur  confiante  de  A^  en  mettant  par-tout—  à  la 
place  de  :(.  Cette  valeur  trouvée  ,  j'obferve  que  la  quantité 
M  —  AS  —  B  {p  —  q\)^   «ioit^   être    aulîi  divifible   par 

(^  —  ^^)%  o^  que ï"- B^  ^^^^  ^^^^  encore  divi- 


11 


fible    par  p  —  ^  ^.    En   faifant   par-tout  :j  =  -^ ,    on  aura 
M  — AS  T)  c      Q. . rj\,,^.,r     R ^^  ^   A  s 


JZl^-t   =.  BS,    &  par   conféquent    5  = -f^^-^    = 

—    q^  '  r  I  (P  —    qi)S 

^il_y^)-  il  faut    remarquer  ici  que   la  quantité 


il— AS  étant  divifible  par  p  —  qi,  on  doit  faire  cette 
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divifion  avant  de  faire  la  fubfticution  de  —  à  la  place  de  :^; 

ou  bien  fuppofé  -^—^ =  T,  on  aura  ^  =  -—  ,  en  faifanc 

:^=i  —;  les  numérateurs   A  Se  B  étant  ainiî  trouvés  ,    on 

connoîtra  les  fraclions  -, n ,  que  donne  le 

/p  — .?  x)  p  —  il       ^ 

facleur  [p  —  ç:^)'  du  dénominateur  N. 

Exemple    I. 

Soit  propofée  la   fondlion    fractionnaire — ,  ~^^-r-.    5C 

confidérons  le  facteur  quarre  de  :(:(  du  dénominateur ,- nous 
aurons  vS"=  I -4- ^:( ,   &  Af  =  i  —  :(:{;  foient   les  frayions 

partielles  qui  en  dérivent  : \ ;   nous  aurons  A=  — 

_  î  î  î  ^ 

= ,  ie  facteur  :^  étant  fuppofé  =  o.    Donc   A  =   i, 

Enfuite  M —  AS  —  —  "^  W  ■>  quantité  ,  qui  divifée  par  le 
facbeur  fimple  de  -^  ,  donne  7"  =  —  2  :(  ,  6c  par  conféquent 
5  =  ^  =  f-—:-  Donc ,  à  caufe  de:(=o,  B  =  o;  Sc 
il  ne  proviendra  du  fa(£leur  ^  :(  du  dénominateur  que  la 
fraction  partielle  . 

Exemple    IL 

Soit  propofée  la  fonction  fractionnaire  , —, r    . 

.  .  .  (  '  — î)'  (i  -+-  î"  )    ' 

dont  les  fractions  partielles  qui  naiflTent    du    facteur   quarré 

(  I  —  7)  %  foient  , r-  H .  Ici  A/=  7'  ,  &;   S  -= 

I  -j-  7'*.  Par  conféquent  ^  =  -—  =  —^ —  =  4 ,  en  faifanc 
I  — :(  =  o  ,  ou  :{  =  I.  Donc  M  —  AS  =  ^'  —  ^  —  ■^:^'*. 
=  —  T  -r-  :('  —  T^*^  quantité,  qui  diviiée  par  1  —  :(, 
donne  2"  =  —  ~  —  ^î  — i^^-t-T^'j  ^  conléquemment 


3° 
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^  =  Z  =  -j-i-n-^V  ^  ^  en  f^if^„ç  r  =  I  )  —  4.  Les 
fracftions  partielles  demandées  font  donc r- -, :, 

44.    5"/    /tf    (dénominateur  N  i/is  /cz  fraclion  -tt  renferme  un 

facîeur y   tel  que   (p — cjz)';    c/z    déterminera    de  la  manière 
fuivante    les  fractions  partielles    qui  naifjent  de   ce  facleur  : 

f^^voir,  -^j-é^^  +    (p-4^)^_  -t-^  7™-- 

Soit   iV^  =  {p  —  ^x)'  *^>  ^  ^oic  — -  la  fracflion  qui  dérive 

du  fadteur  S  ,  on  aura  i^= ; — ■■ — ^-f — ^^', — ^^^^^^— - 

\   .  .  ^  KP  —  11)^ 

=  à  une  foncfïion  entière.    Le  numérateur   AI  —>  A  S   — 

B{p  —  ^î)^ —  ^{p — ^\)^  ^  '•^^^^  donc  avant  tout  être 
dîvifible  par  p  —  qy^-,  par  conféquent  il   fe"  réduira   à  zéro  , 

eh.  faifant  p  - —  q\  =0,  ou:(=  — .  Alors  M  —  ^.Ç  =■  o  , 
^    ^  ^^=  Jl  ,  en  fuppofant  •{  =  —.  A  ayant  été  déterminé 


de  cette  manière.  A/ ■— ^  J' fera  divifible  par/'— ^:(.  Soit 
M-AS  ___  j  j_  BS—  C(p-^qr)S  fera  encore  divi- 
fible  par  {p  —  q  l)\  ^  deviendra  =  o,  fi  l'on  fuppofe 
p  —  nr-^=o.  Donc  B  =— — ,  en  mettant  —  à  la  place 
de  ?.  Après  avoir  trouvé  B;  T —  B  S  fera  aufîî  divifible  par 
p —  q:^.  Suppofons  — ^;^^-  =  /^;  F' —  CS  refte  encore 

divifible  par^?  —  q:^.  Donc  /^  — C5  =  o,  &:C=  —,  en 

faifant  toujours  :(  =  — •  Les  numérateurs  A^  B,  C  ayant 
donc  été  ainfi  déterminés,  on  connoîtra  les  fradions  par- 
tielles  - — ^— — -  -H  -7 — ^-TT  -^ r  '    4"^  donne  le 

{p  —  ^O'  (p—ii)  p  —  11       ^ 

fadeur  {p — ^^)'  du  dénominateur  N. 
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Exemple. 

Soit  la  fracfVion  —, t^-\ ,  dont  le  dénominateur 

(i  -  O'  (  I  -<-  îî) 
renferme  le  facteur  cubicjue  (i — :{)',  qui  donne   les  frac- 

•  11            ^                      B                   c        T^ 
tjons   partielles  z r     -H  ; r    H-    •  JJans  ce  cas 

iV/ =  ^  :^ ,  &;  ^S^  I   -+-   :j^.    Donc   on   aura  d'abord   A  = 

•    ^^      =  ^  ,  en  f aifant  i  —  7  =  o ,  ou  ?  i=   i .    Soit    fait 

i-î_                                     I—  î  »^'r 

tant  B  =  ""  '~'  ^  =  —  V  *  cil  fdifant  7=1.  Soit  enfuite 
f^  = =  : — ;  on  aura  /^  =  - — ^^ ==  —  ^7» 

&  par  conféquent  C=  —  =  -~ '^  =  — x,  à  caufe  de  :( 
=  I.  Alnk  les  frayions  partielles  qui  naiiïent  du  fadleur 
cube    (  I    —  :{ ;  '    du     dénominateur  ,     font 


2(1    -0^ 


2(1  -  i)"  4(1  -  î)  ' 

45.  Si  le  dénominateur  N  de  la  fonclion  fractionnaire  a  pour 
facleur  (  p  —  q  z  )  "^  ^    on  déterminera   de  la   manière   fuiyante 

les  /raclions  partielles  qui  en  réfultent ,  favoir  \   7—^ r-^  -+- 


^  4- 


Soit  le  dénominateur  N^^{p — ^:()"Z,  on    trouvera, 
en  raifonnant  comme  ci-deiïus , 

1°.  ^  =  -:=-,  7etant  =  — .  SoitP= ;  donc 

a°.  ^=:— ,^etant=^.Soitg=-^  _  ^^  ;  donc 
30.  C  =  4,^érant  =  ^-.Soit7?  =  -^^i  donc 
4°.  r>=4,^étant=^.Soit5=  ^-J'^l  ;  donc 
5°.  £'=-2,:(écant  =  — .  6cc. 
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Donc  y  fi  l'on  détermine  de  certe  manière  tous  les  nu- 
mérateurs confiants  v4,  5,  C,  D  ,£>zc,  on  aura  trouvé  toutes 
les  frattions  partielles  qui  naiiTenc- du  fadeur  {j? — Ç^)" 
du  dénominateur  N. 

Exemple. 

Soit    propofée    la  fonction    fradtionnaire  —  v-   ^^Vt"*  ^^ 

fa(£leur  7^  du  dénominateur  doit  donner  les  fradbions  partielles 

/i  B  C  D  E       T,  1  ' 

_-4 L_ ( 1 .    Four  trouver  les  numérateurs 

î'  î+  î'  V ,         î 

conftants  de  ces  fractions,  vous  obferverez  que  M=  i  -+-:j  :(, 

Z  =  I  -f-  ?' ,  6c  —  =  o.  Faites  donc  le  calcul  fuivant  : 


3"- 


Soit  S 
<:'>£=  J-=  ~^  "^^^   =^  o  ,  à  caufe  de  7  =  o. 

Les  fractions  cherchées  font  donc  — -  -4-— -  -1-— n'  ■+'~. 

î         î  1  11 

^6.  Donc  quelle  que  foi t  la  fonclion  rationnelle  fraclionnaire 
-^  y  en  vous  y  prenant  de  la  manière  fuivante  y  vous  la 
décompofere-^  en  fes  parties  y    ù    la  ramènerez    a  fa  forme  la 

plus  fimple. 

Cherchez 
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Cherchez  tous  les  fiicleuis  fimples  foie  réels,  foit  imagi- 
naires du  dénominateur  N;  traitez  féparément  ceux  qui  n'ont 
point  leurs  pareils ,  de  calculez  la  fraction  partielle  qui  dé- 
rive de  chacun  par  la  méthode  donnée  (  an:^i.  )  Si  le  même 
facteur  lîmple  revient  deux  fois  ou  davantage,  formez  de  leur 
produit  une  puiflance  qui  aura  la  forme  (p  —  ^:^)",  & 
cherchez  les  fractions  partielles  qui  en  découlent  (  an.  45  ). 
Après  avoir  ainlî  déduit  de  tous  les  facteurs  fimples  du  déno- 
minateur les  fractions  partielles  qui  en  réfultent  ,    vous  en 

ferez  une  fomme  qui  fera  égale  à  la  fonction  propofée  — ■  ; 

à  moins  que  cette  fonction  ne  fût  pas  une  fradlion  propre- 
ment dite  ;  car  alors  il  faudroit  extraire  la  partie  entière  , 
ÔC  l'ajouter  à  la  fomme  des  fractions  partielles  que  vous 
aurez  trouvées ,  pour  avoir  fous  la  forme  la  plus  fimple  la 

valeur  de  la  fonction  — .   Au  reftc  ,  il  revient  au  même  de 
jy  ' 

chercher  les  fra6tions  partielles  avant  ou  après  l'extraction 
de  l'entier.  Car  chaque  fa£teur  du  dénominateur  fournira  {/} 
toujours  la  même  fraction  partielle  ,  foit  que  vous  em- 
ployiez le  numérateur  Af ,  foit  que  vous  employiez  le  même 
numérateur  augmenté  ou  diminué  d'un  multiple  du  déno- 
minateur A^,  comme  il  elt  aifé  de  sen  convaincre  à  qui- 
conque aura  examiné  les  règles  que  nous  avons  données. 

£  X  E   M  P   L   E. 

Qu'il  foit  queftion  d'exprimer  de  la  manière  la  plus  fim- 

ple  la  valeur  de   la  fonction — —, rr-, r-  Prenez  d'a- 

bord  le  fa6teur  fimple  unique  i  -h  :j  du  dénominateur , 
vous  aurez  —  =  —  i  ,    M=  i  ,  de  Z  =  ^'  —  2^'^  -+-   :j^; 

donc  pour  déterminer  la  fraction  ■ ,    vous   aurez   A  =s 

^^_^[,^^.    =—  i»  '^  caufe  de  3[  =  —  I  ,  &  par  confé- 
EuJ-JER,  Introducilon  à  lAnal.  infin.  Tome  I.  E 
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quent  le  faileur  i  -+•  :f  donnera  la  fraction  partielle -. ■., 

Prenez  enfuite  le  fa<fteur  quarré  (  i  —  ^y ,  lequel  donne 
-^  =  I  ,  -A/  =  I  ,  &  Z  =  ^  '  -^  :j'^.    Repréfentez  les  frac- 

tions  partielles  qui  en  réfultent  par  — ^ 1 ,  vous 

=  7,  en   faifant  :{=  i.  Soit  P  = 
=   I  -4-  ^  H-  :j*  -4-  4  :j'.  Donc.5  = 
z               î'  -*-î+            =i>    à  caufe  de  :(  =   i  ;    &    les 
fra£bions  partielles  demandées  feront -^ — ^—7-  H ^^ . 

2(1  -î)'  4(  I  —i) 

Enfin  le  troifieme  facteur  cubique  7^  donne  —  =  o  ;  M  =r  i, 
&  Z  =  I  — ^ — :^='_^;j\  Suppofez  qu'il  fournifTe  ces  trois 
fractions  partielles  — ■  -f- 1 ;  vous  trouverez  d'abord 


trou 
M  — 

ver 
i 

ez  A 
I 

I 

P 

i+î 

-{- 

I  — î 

:{  ==  o.  Enfin  ,   foir   Q 


verc 


Q 


ez  C=  -^  =  2,  en    faifant    toujours  :^  =  o.   Ainfi  la 

fonction    propofëe   aura    pris  la   forme h  — ^  -4-  —  -f- 

r      r  r  î'  î  î 

—7" r  ~^ 7 r  —  — ; r-  H  n'y  «lura  point  d'entier 

a  ajouter ,  parce  que   la  quantité  ,  dont  il  s'agit  ,   eft  une 
véritable  fraction. 
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CHAPÎTREIII. 

De  la    Transformation   des  Foncllons 
par  Suhjhtution. 

4«}.  Si  Y  ^Ji  une  fonclion  quelconque  de  X  ,  &  que  z  /oit 
exprimé  par  une  nouvelle  variable  x  ^  y  pourra  l'être  de  même 
par  X. 

Ainfi  ,  ruppofant  quey  foir  une  fondion  de  :{  ,  en  intro- 
duifant  une  nouvelle  variable  x,  on  reprefente  les  deux 
premières  au  moyen  de  cette  troifieme.  Par  exemple,  fi 
y  =  '  ~^^-  &:  qu'on  fafie  r  =  ^—^ ,  cette  fubftitution 
à   la  place   de  \  donnera  y   = — — .  Donc    une   valeur 

quelconque  déterminée  ,  prife  pour  x ,  déterminera  celle 
de  y  &  de  :(,  &  fera  connoître  conféquemmenc  la  valeur 
de  y  correfpondante  à  celle  de  •{.  Si  l'on  fait  ,  par  exemple , 
X  =  I ,  on  aura  ^=7,  &  y  =  f  ;  on  trouveroit  de  même 
y   ^=   y  ,   fi  dans  l'équation  y  =  ■ ^,  on  faifoit  ^(  =  7. 

Cette  introduction  d'une  nouvelle  v^iriable  a  deux  ufages. 
En  effet ,  lorfque  l'expreffion  par  laquelle  y  eft  donnée 
en  :ç  renterme  des  radicaux,  c'efl  un  moyen  de  s'en  débar- 
raffer  ;  ou  bien  ,  lorfque  l'équation  qui  exprime  la  relation 
entre  y  ?>(.  -^^  efV  d'un  degré  trop  élevé  pour  qu'on  en  puiffe 
tirer  une  tcnclion  explicite  de  \  égale  à  y ,  on  introduit 
une  nouvelle  variable  x,  par  le  moyen  de  laquelle  on  pui(Te 
exprimer  commodément  &  y  &  :(.  On  peut  donc  par- là 
juger  d'avance  du  grand  ufage  des  fubftitutions  ;  mais  la 
fuite  en  iera  mieux  fentir  encore  l'importance. 

47.  Si  y  =^  j/  (  a  -4-  b  z  )  ,  o/z  trouvera  de  la  manière  fut- 
vante  la  nouvelle  variable  x  ,  qui  rendra  rationnelles  les  valeurs 
de  Y  ^  de  z. 

E  ii 
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Puirqu'on  fe  propofe  de  rendre  à  la  fois  ^  &  :j  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x ,  il  eft  clair  qu'on  remplira  ce  but  en 
fâlfant  V^  {a-i- è:{)  ==ix.   D'abord  on  aura  y  =  6 x  ,    &C 

a  -+•  3  ;^  =  /^  '  x-\  Donc  •^=  èx"" y.  Ainfi  y  Se  :(  de- 
viennent des  fonctions  rationnelles  de  x ,  lorfque  y  étant 
=  y(a-i-^\)j  on  fait  ^  =  èx'^ . ^;  car  alors  y  =  bx. 

48.  J'z  y  =  (  a  -f-  b  z  )      ,  on  trouvera  de  la  manière  fuivantc 

la  nouvelle  variable,   x  j  qui  rendra  rationnelles  les  valeurs  de 

•^  ù  de  z.  Jl 

Soit  fait  y  =  x"",  (a  -hb^)"  deviendra    =   x'" ,  èc  par 
I 

conféquent  (a  -hb^)"  ==:  x.  Donc  a-f-^:(»=x",  &:(  = 

- — 7 — .  Donc  on  aura   en  x  des   valeurs    rationnelles  pour 

les  quantités  y  &C-^,  en  faifant  ^  =  ^— ^ — ,  ce  qui  donne 

y  =  x"".  Ainfi  quoiqu'on  ne  pût  obtenir  fous  une  forme 
rationnelle  la  valeur  de  y  en  :(  ,  ni  celle  de  :^  en  y;  cepen- 
dant on  eft  venu  à  bout  au  moyen  d'une  fubftitution  conve- 
nable,, de  rendre  ces  deux  quantités  une  fon6lion  ration- 
nelle d'une  même  variable  x. 

m 

49.  Si  y  =  Çj ^  V  ,  on  demande  une  nouvelle  quantité 

variable  x  qui  rende  rationnelles  les  valeurs  de  ^   Ù  de  z. 

Il  eft  évident  qu'on  fatisfera  à  la  queftion  ,   en   fuppof^nt 

m 

y  =  jc'";  car  alors  i— — j^)  «  =  x""  ,  &:  par  conféquent 
^*  "^    ^   —  x",  d'où  l'on  tire  •{  =  "^[^l  i  fubftitution    qui 


donne  y  =  x'".  _ 

Un  voit  encore  par-la  que  li  (     _^       j     =  f    ^^       y     > 

on    aura   pour  y   &  pour  :(   des   quantités  rationnelles  ,    en 
fuppofant  l'une  &  l'autre  formule  .=  «'"";  car  on  trouvera 
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V  ==  *  ~  '^ '^'"-  .  &  ?  =  ■  "  ~  ,"■■  Ces  cas  ne  préfentent 
aucune  difficulté. 

50.  Si  y  =  K[  (a-4-bz)  (c-4-dz)],o/î  trouvera  de  la 
manière  qui  fuie  y  la  fubfliiution  quil  conviendra  d'employer  ^ 
pour  avoir  y  &  %  fous  une  forme  rationnelle. 

Soit  i^\tV\{a-^b-{){c^d-{)\={a-^b,-:^)x.,  on 
apperçoic  facilement  qu'il  en  réfulie  pour  •{  une  valeur  ra- 
tionnelle ,  parce  que  la  valeur  de  ■{  eft  donnée  par  urie 
équation  fimple.  On  aura  àonc  c  -\-  d-{  =  {a-\-  b\^  x^  \  d'où 

^  ==  ^..-^-  ^o"c  ^  -t-  /^^  deviendra  =  -^-^^^^-^  ,  ôw 
à  caufe  de  y  =  K  [  ^  a  -+-  /^:{  )  (c-+-^:()  ]  r^  (a -i- i^  :()x, 
on  aura  v=  (^^'Lri:^'^)^^    Donc  la  fonction  irrationnelle  y  = 

^  bxx  —  d  -^ 

i^[(<z-i-/^:j)(c-+-ûf:()]    deviendra  rationnelle  par  la  fub- 

n.-         •  1  c^^axx  ■     1  (^c  —ad)x 

Ititution  de  7  =:  -; ;  ce  qui  donnera   y  =  -^, 3^^. 

«■  hxx  —  d    ^  i  •/  ^xx  —  d 

Par  exemple ,  Ciy=^V{aa  —  n)  =  V^[  (^  -+-  :{)  (a  —  :{ )  ]  , 
à    caufe    de  b  =^  i  ,  c  =a^   d  =  —  i,  foie  fait    :(  = 

• ,  &  on  aura    y  =■ .    loutes  les  rois  donc 

l    -^-  X  X         '  J  \  -k-    X  X 

que  la  quantité  qui  eft  après  le  figne  /,  aura  deux  fa£leurs 
fimples  réels ,  la  réduction  en  quantités  rationnelles  fe  fera 
de  la  manière  qui  vient  d'être  expofée  ;  mais  fi  les  deux 
facteurs  fimples  font  imaginaires ,  on  s'y  prendra  comme 
il  fuit. 

51.  Soit  y  =  i/'(p-+-  qz  H-rzz);  on  demande  quelle  va- 
leur on  doit  fubflituer  az  ^  pour  rendre  la  valeur  de  y  ration- 
nelle. 

On  peut  arriver  à  ce  but  de  plufieurs  manières,  fuivanc 
que  p  èc  r  feront  des  quantités  pofitives  ou  négatives.  Soit 
d'abord  p  une  quantité  pofitive  ,  &  mettons  a  a  pour  p; 
car  quoique  p  ne  foit  pas  un  quatre  ,  l'irrationnalité  des 
quantités  conftantes  ne  change  rien  pour  le  moment.  Soit 
donc  : 

l.y  =  y^aa-h  b-{-^  c-j{_^  i  &  fuppofonsy = j/"(aa  •+■  /5:{  4-  <:;{:() 
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ts=  a  -{••  x:^  ,    nous    aurons   è  -h  c:ç^=  zax  -+-  xx:^  ;    d'où 

b  —  mx       ,,  ri  .  tx  —  "^xx  —  ac  m 

;j  =  ___ — , ,  ^  par  conlequenty  =  a  -\-  x-^= — > 

exprefllons  dans  lelquelles  \  ^  y  fonc  des  fonctions  ration- 
nelles de  X.  Soit  maintenant 

II.  y  —  V  {aa-{-{ -h /^;(  H-  c)  ;  ôc  fuppofons  V [aa  ^:^ -+-  i^:^ -i-  c)  = 

fi  :^  -H  X ,  nous  aurons  b-^-^  c  -=  iax7^^-\-  xx  ,  &::^=  -r-j^^ ■  • 

—  ac-k-  b X  —  ax  X 

onc  y  ^=  a-z  -V-  x=  , • 

y  T-  b  —  lax 

Jll.  Si  p  ic  r  font  des  quantités  négatives  ,  alors  à  moins 
qu'on  n'ait  ^^>- 4/?  r,  la  valeur  de  y  fera  toujours  imagi- 
{g)  nairej  mais  lî  qq  ell'!>4/'/',  l'exprefTion  ^  h-  q-:{  -^/"^t 
pourra  être  décompofée  en  deux  facteurs  ;  ce  qui  revient 
au  cas  de  l'art,  précédent.  Au  refte  ,  il  eft  fouvent  plus 
commode  de  ramener  à  cette  forme  :_y  =  \^[aa-^{b-^c-{) 
((i-l-(?r)];  dans  ce  cas,  pour  faire  difparoîci-c  le  radical, 
on  fera  y  =  a-^-{b -\- c-()x ,&con  aura  (/-H  <?  :{  =  zax-\-bxx 

.,    ,  d  —  :iiix  —  bxx       ç  — ae-\~(cd—be)x  —  dcxx 

H-cxx^;dou^=. ^3^^^^^-^ y^y= .      cxx-e " 

Quelquefois  il  eft  plus  commode  de  ramener  à  cette  autre 
forme  :  y'=  ]^  [aa:^:^  -\-  {  b  -^  c^)  {d  -^  e^)].  Dans  ce 
fécond  cas ,  faites  y  =  a^-+- {b -h-cy^^)  x  ;  vous  aurez  d-i-  e^ 

^  laxi-h  bxx  -4-  cxxi.   Se   i  =    ',  J'^Ix~~cxx  '    ^ 

—  ad-h  (  be  —  cd)  x  —  abxx 
y  e-^iax  —  cxx 

Exemple. 

Soit  donnée  cette  fondion  irrationnelle  de  ^  :  y  ^ss 
y  (^  —  IH-3Î  —  K\^  '■>  l'^^^uelle  peut  être  ramenée  à  la  forme 
y  =  I^(i_i-4-3^  —  :j^)  =  I/'[i  —  (I  —  :()(2--:[;J; 
faites  jy  =  I   —  {i  —  \)  >:  i    vous   aurez  —  2  -f-  :j  =  — 

2  ZX  -*~  XX    .  ,-    ■  I-i-1X 

1X-+-XX  —  xx7&C7== î  eniuire  I —:{==-— ,—  » 

Se  y  =:  i (  I  —  :^  )  X  =    '"^^"^"^  •  Voilà  à  peu-près  les  cas 

que  préfente  l'Analyfe   indéterminée ,   ou  la  Méthode   de 
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Diophante,  &:  on  emploieroit  inutilement  une  fubftitution 
rationnelle ,  pour  ramener  à  une  forme ,  qui  le  fût  aufîi , 
les  autres  cas,  qui  ne  font  pas  compris  dans  ceux  que  nous 
avons  traités  ici.  C'eil  pourquoi  je  pafTe  à  l'autre  ufage  de 
la  fubftitution. 

52.  Si  la  fonclion  y  de  z  efi  telle ,  que  ay"-4-bz    -+-cy'''z 
=  0;  il  s'agit  de  trouver  une  nouvelle  variable  x^  au  moyen  de 
laquelle  on  puijje  affïgner  explicitement  les  valeurs  de  "^  &  de  2. 

Comme    la    réfolution    générale    des    équations   n'eft   pas 

connue,  on  ne  peut  tirer  de  l'équation  propofée  ay"'  -^  bz" 

•^cy^^    rr^  o  ,  ni  la  valeur  de  y  en  :j,  ni  celle  de  :^  en  y  ; 

pour  remédier  à  cet  inconvénient,  faifons  y  =  x'"?" ^  nous 

Auions  ax      :j      -+- b^   -{- ex      \  =  o.  11  sagit  mam- 

tenanc  Ae  déterminer  /expofant  n  ,  de  manière  que  la  valeur 
de  :{  puifle  fe  tirer  de  cette  équation  ;  ce  qui  peut  s'effec- 
tuer de   trois  manières. 

I.  Soit  a/î  ==r  e,  &i  par  conféquent  /z  =»  —  ;  en  divifant 
l'équation  par  :{""=  :{',  on  aura  ax""' -^ b-hcx'^'" i'"'~°'^^ 
t=  O  ;    d'oii    s'enfuit    ^   =   (   "^^^ — ~    )     '/«-^-t-<^  ,  qu 


r 


II.  Soit  C=  yn-\-  S  o\xnT=  -^^^^— 5    l'équation    étant  divi- 
lee  par  :^' donnei^a  ax      :j  _|- ^  _(_  c jc '^     ==  o  ;    d  où 

ax  ■f  \      ax  J 


y==x 
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III.    Soie    cin  =  7n~h'^  ou   /z==    ,    en     divifant 

a  —  y 

1)  ;  •  un  ci.7n  f      ^  —  an      _  y  m 

équation  par    :j     ,   on    aura  ax       -^  b  ■[  -h   c  x 

(I 
„..am        ,.  »■  V  "2  "\     ":; 
—  ax        —  c.y/       \     ç_^„     _-      , 

On  a  donc  obtenu  de  trois  manières  différentes  des  fonc- 
tions de  X  égales  à  :j  &  à  y.  De  plus ,  on  peut  prendre 
pour  m  une  valeur  arbitran-e ,  excepté  zéro ,  &:  par  ce 
moyen  les  formules  pourront  être  ramenées  à  l'expreffion 
Ja  plus  commode. 

Exemple. 

Suppofons  que  la  nature  de  la  fondion  y  foit  exprimée 
par  cette  équation  y' -t- :('  —  cy:j  =  o,  &:  cKei-ckons  les 
fondions  de  x  égales  à  y  &:  à  :j.  Nous  aurons  donc  a  = — ■  i- 

La  première  manière ,  en   faifant  /72  =  i  ,   donnera   :^  =: 

(-77-)    '^^  =  ^A7ir)    i  °"  ^==  7T7.>  ^  J' 

La  féconde  donnera  ces  valeurs  :  :{  =  ^ — ^y—  )  '  »  Sc 
y-^  ('-^)  ^iou^  =  ^^(cx-i)&;/=^ 

La  troifîeme  fournira  les  réfultats  fuivants  :  \=-  [ex  —  x')T, 
èc  y  ^=  X  {ex  —  x')T. 

5 3 .  On  comprend  par-la  ,  qu'en  fu'ivant  une  marche  rétro' 
grade  ^  on  pourra  former  des  équations  entre  y  &  ï  ,  &  indiquer 
la  manière  de  les  réfoudre ,  en  introduifant  une  nouvelle 
variable   x. 

Car  fuppofons  que  la  réfolucion  aie  déjà  été  faite  ,  6c 

qu'elle 
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OU  elle  ait  donne  ces  valeurs  7  =  ( )     s 

^  ^^+Bx^+Cx'+Sccy 

1 

.  /' ax'' +  bx'' -\-cxy  +  &.c.\—  p  p      q 

^•>'^        C,      .  ^     r  '     ^    )  Donc/  =  x'':^^ 

^^  -h  5a:^  + Ca:    -t-&c.  ^ 

~"?  ''  ..         ,     ^ 

•       „    . /-  ~  <2  .V     H- 6  A- "^  +  c  .V  v -4-  &c.  r 

&  X  =  y  7    ^       Puilque  7  /'    =   >    " 

•^  >4  ^  £x^  -^Cx'  +  Scc. 

—  ?. 

nous    métrons    au    lieu    de    jc    fii    valeur  y  -^     ^  '     il  en 

—  «?  —  »?  — y? 

T  1         1"       .■   «^T      ".y^t      p  -^-h^l     p  -i-cy'^i.     p  -hScc' 
relulcera  1  équation  i  p  =--  ■ ^^— -. _^ •' 

^  +  ^/'î^r    -i-  Cy\— -h  Sec. 

r  ''—-fi<j  r  —  tl 

qui  Ce  réduit  à  celle-ci  :  ^^J-i-  By^'\  'p      ■+•  Cy' \      J~ 

—  uq  —  ^q  —  yq 

-h  &c.  =  ^^"t    P   -^  ^y'i  ~r  ~^  ^y'\   p   -*-  &c: 

«?  «?  4-  r 

laquelle    étant    multipliée    par    y^   ~^   deviendra  At^       p 

aq — r-q-^r  aq — v?  -f-  r 

-+■  By^i  p  -+-    Cy'i    -p H-  &c.     ... 

a  aq  *—  Zq  aq  —  y? 

==  ay"  -h^y^l         }        -h  cy'^i  ' — ^  -f-    ôcc.      Sup-   (k) 

pofons      ~ =  /72  ,   6c     "^  ~  "^     =  n  :   p    deviendra 

^         .  p  '  p  ,   ,        ^ 

==<*  —  C  ;  q  =  n-^  drC  r  =  a.m  —  Cm  —•  a.  n  ;  d'où  naîtra 

m  —  ^,n  m  ^—  »/i 

l'équation    ^^'"    ^By^i     -:^z  -^    Cy'-^      l^^^e  -t-  &c. 

(  «  —  V  )  /î 

=a    ay"    -t-    by"  ■{"   -¥•    cy'^^     „  _^        -f-     ôcc.     laquelle 
par   conséquent    fe    réfoudra    de    manière   à   avoir 

-»-  bx^  ■+■  cx'^  +  &c. 


r    ax-  -^  bx^  ^  cxy  +  Sic.  X      ,„,  _  s,„  _   ,„      g^ 
^  ^  -f.  Bx^  -f-  C.-ï''-+-&c.   ^ 


(dj;«  ^.  ^a:?  -t-  car '''-+- &c    N     ' ^ 

-4   +  Bx^'  -h  Cx     -j-&cy 

EuLER ,  Introduclion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I. 
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br              r               a.q  -i-  T                           „        aq  —  uO  -\-  r 
len  luppolons    ~ =  m ,  ce  —^ — ^-^ •  =  «,  nous 

un  Cl         1  m  —  n  „  r 

aurons    m  —  n    =    ■'-^  '     ùL     "-    z=    ôc     —    = 

p    '  p  f'  P 

jji  _^  HlH — t—.  Donc  p  devient  =  /^,^  =  /7z  —  n\  ôCr=» 

f- 
ij.ni    —    am    "i-    a/z.    Nous    concluons    de  -  là    l'équation: 

(«  — g)  (m— /z)  («  —  y)  (m  — n) 

ay"-  -^   ày^'i  —J,                .+.  cy'^-{         "^                -+-  &:c; 
dont  la  rélolution   donnera 


('^^   -+-  *-<    -f-  car''  4-  &c.  \  ~z z~~r — :    o 
^ . \   fin  —    am  -^  an      Xr 

A  H-  ^a;^'  +  C;<.''-t-&c.  ^ 


5*'"    -+-   Cx 


54«  Si  la  dépendance  entre  y  &  z  eji  telle  quelle  Joit 
exprimée  par  ayy  H-byz  -4-  czz  -f-dy-hez  -=  o;  on 
rendra  rationnelle  la  valeur  de  -^  &  celle  de  z  ^  de  la  manière 
qui  fuit. 

Suppofez  y  =  x^;  en  divifant  par  :(  ,  vous  aurez 
axx:;^  -4-  bx:^   -f-  c;^  -+-  dx-\-e  =  o  ,    ÔC  par  conféquent 

...  —  dx  —  e     -  „  —  dxx  —  ex 

^    '    \  axx  -^-  b X  -t-  c  J  axx  -^  b x  -'i-  c  * 

On  peut  ramener  à  la  forme  propofée  cette  équation- 
ci  entre  y  &;:j:  ayy  -^-  by-^-^  cw~\-  dy  -\-  e-{  -+-/'=  o , 
en  diminuant  ou  en  augmentant  l'une  6c  l'autre  variable 
d'une  quantité  conftante.  On  pourra  donc  rendre  ration- 
nelles les  valeurs  des  variables  en  introduifant  une  nouvelle 
variable  x. 

55.  Si  le  rapport  entre  y  &  7.  efi  donné  par  l'équation 
a  y'  -4-  by^z  -t-  cyz^-h-dz'  -4-  eyy  H-  fyzn-gzz^^o, 
on  pourra  avoir  une  exprejjion  rationnelle  des  deux  variables  y 
&  z  par  le  moyen  d'une  nouvelle  variable  x,  en  s'y  prenant 
comme  il  fuit  : 
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Soit  y  =  x:(  ;  la  fubflicution  faite  ,  toute  l'équation 
pourra  être  divifée  par  •{  ^  \  d  oii  réfultcra  l'équation 
û.v'  :(  -i-  èxx:^  -h  cx-^  ■+•  d^  -{-  e x  x  H-  fx  -i-  ^  =  o  ; 

j  —  exx  —  fx  —  ç  „  /-, 

donc  ?  =  — r — ; — ' ^  >   cc  par  conlequent 


•  c.v  H-  i/ 
—  cx^  —  fxx  —  gx 
^  ax' -\- hxx -'r  ex -\- d 

Ces  cas  mettront  à  portée  de  juger  facilement  qu'elles 
font  les  équations  plus  élevées  entre  y  &  :j,  qui  feront  (>() 
fufceptibles  d'une  femblable  réfolution  ;  ces  cas ,  au  refte , 
font  renfermés  dans  les  formules  précédentes  {an.  53): 
mais  comme  les  formules  générales  ne  s'appliquent  pas  auffi 
facilement  à  des  cas  de  cette  nature ,  qui  reviennent  plus 
fouvent,  il  a  paru  à  propos  d'en  traiter  à  part  quelques-uns. 

5  G.  Si  y  dépend  de  z  ^  tellement  quon  ait  a  y  y  -h  b  y  z 
H-  c  z  z  =  d  ,  les  deux  quantités  J  ù  Z  fewnt  exprimé&s  de  la 
manière  fuivante  par  la  variable  x. 

Faites  y  =.  xt^.  Partant  {axx  H-  bx  -H  c)  t^-z  =  d. 
Donc  \=V ,  ,    ^    5  5c  y  =  .V  !/■ -^ . 

«■  axx-\bx->rc  -y  "       aXx-{-bx-i-c 

Semblablement  ,  iî  ay'^  •+•  by'^  î  ~+-  cyr^  ~h  d?^  ■= 
^y  ■+•  f\  i  faites  y  =  x  ^  ,•  toute  l'équation  étant  divifée 
par  ;(  donnera  {ax^  -+-  bx*  -H  ex  •-{-  d)  ^^  =  ex  -^  f 

Doncr=l^——^^——,èCy  =  xy^ î^^tZ ' 

^  '     ax'  -h  bxx -i- ex -j-d''        J  '^     ax^  -Jr- hxx -ir  ex -^  J^ 

Au  refte,  ces  cas  U.  ceux  qui  admettent  de  fcmblables 
folutions ,  font  renfermés  dans  l'article  qui  fuit. 

57.  Si  le  rapport  entre  y  &  z  efi  exprimé  par  Véqua- 
lion  ay-Hby  z-î-cy  z*-H  dy  ^z'  -+-  ^c. 

=  ajy"-l-ejy"~  '  z  -+-ry""~  "z^-H  <ry"""^z'H-  ëcc  ;  le  pro- 
cédé fuivant  vous  donnera  facilement  en  x  les  valeurs  de  y 
&  de  z. 

Faites  y  :=  x:^i  après  la  fubftitution  toute  l'équation 
fera  divifible  par  -^  ,  en  fuppofant  m"^  n.  Elle  deviendra 
(^x'"-i-  bx""  '^  ex"'  -  '^   &c.)   :("-"=   .x" 

F  ii 


A 
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-4-  Cx"  ~  ^  ~h  y  x"  ^  '  ^  &CC.    d'où  vous  conclurez 


_   f  "■''    -^  ^^-    ~      "^  '^'^    ~  ^  -+■  ^x"  —  j  -t-  &c.  N 

V        m        ,     m  —  I  m  —  2  ,    m  —   3  ^      J 


^  ...         % 

bx  -^  ex  -\-  ix  '  -'r  &c. 


& 


■^  V.        œ  ,     /,-2  —   I  m  —   2  ,     /n  —   -5  „       • 

Cette  réfolution  a  lieu  toutes  les  fois  que  réquation 
entre  x  &  y  lenferme  uft  nombre  de  dimenfions  double  ; 
comme  dans  le  cas  précédent ,  où  le  nombre  des  dimenfioiis 
dans  chacun  des  termes  eft  ou  m  ou  n. 

58.  S'il  fe.  trouve,  dans  l'équation,  trois  fortes  de  dimenfions  ^ 
de  manière  que  la  plus  grande  furpajfe  la  moyenne  ,  autant  que 
celle-ci  furpafje  la  plus  petite  ;  on  pourra  toujours  déterminer  y 

Ù   Z   en   "S.  par  la    réfolution    d'une   équation  Ju  fécond  degré. 

Car,  fi  l'on  fait  y  =  X7^\  après  avoir  divifé  par  la  plus 
petite  puifTance  de  :(,  la  valeur  de':(  en  x,  dépendra  de 
l'extraction  d'une-  racine  quarrée,  comme  on  le  verra  pai* 
les  exemples  fuivants. 

Exemple    I. 

Soit  ay^  ~{-  hy^T^  -4-  <:yw  -+-  d7^  =  "i-eyy  -4-  ify^ 
-+-  ^  gw  -H  hy  -;-  ii^i  taifons  y  =  x  :j  ;  après  avoir 
divifé  par  :(  ,.  il  refiera  \ax^  -^  b xx  -^  ex  -+-  d)  ^:^  = 
2  {exx  ~\~  fx  -h  g)^-^  hx  -}-  /;  d'où  nous  tirerons 
par  la  valeur  àc  -^ 

exx-i-fx-^g-{-\/[{cxx  -i-fx-\-s:y-i-{''x^  ■+•  b  x^  -^- cx -^- d)  {hx  +  i)'], 
«•       '  dx'   -t-   h X x  -t-  ex  -^  d 

ce  qui  donnera  y  =  x^. 

Exemple    II. 

Soit  y'  =  lay^  H-  by  H-  c:(;  nous  ferons  y  =  x:i^. 
Doncx^  l*=zaii-\-bx-\'CiS^ll  =  ^=^^ '' ; 
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donc    enfin    :{    =    "^  '  ,..^,-  ^   ^    - 

v^[<i  ±  v'C-'j  -I-  ^■•^'  -I-  '^^'  )] 

Exemple    III. 

Soit  l'équation  jy'°  =  layi^  -^  by-^-^  C7^  ^  dans 
laquelle  les  trois  dimenfions  dillérentes  font  10  ,  7  6c  4. 
Faites    y  =  x:(,    divifez    par    :(^ ,    &    vous    aurez   x'*^   :(« 

6  2.2  .VÇÎ     -f-    .i   AT      -H      C         . 

;=2ûx:('-h/9jc-4-c,ou:j      =    ^7^ , 

donc    :('   =    ^ — 5— j -'    rar    coniequenc 

^  ;cs  y  x'- 

Ces  exemples  font  plus  que  fuffifants  pour  faire  connoître 
l'ufage  des  fubftitutions  donc  nous  venons  de  parler. 


CHAPITRE     rv. 

Du  développement  des  Fonclwns  en  Séries  infinies. 

59.  La  formule  A  H-  B^-\-  C  ■^ -\-  Z)^'  -Jt  SCc  ,  en  ne 
prenant  qu'un  nombre  fini  de  termes,  ne  peut  repréfenter 
ni  les  fonclions  traclionnaires ,  ni  les  fonclicns  irrationnelles 
de  ^;  néanmoins  on  cherche  ordinairement  pour  les  expri- 
mer une  fuite  de  même  forme  ,  qu'on  fuppofe  compofée 
d'une  infinité  de  termes.  D'ailleurs  une  femblable  férié 
quoique  'infinie ,  paroît  plus  propre  à  faire  connoître  la 
nature  des  fonctions  tranfcendantes.  En  eflet,  fi  la  nature 
d'une  fonction  entière  eft  bien  déterminée,  lorfque  cette 
fonction  eft  développée  fuivant  les  difi/érentes  puiflances 
de  :(,  6c  ramenée  par  conféquent  à  la  forme  A  -^  B-z  ^ 
Ct^  -\-  Dt^^  -\-  ôcc  ;  la  même  forme  paroit  auflî  la  plus 
propre    à   repréfenter   à  l'efpric  le   caractère  de  toutes  les 
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autres  fondlions ,  quoique  le  nombre  des  termes  de  la  fuite 
foit  infini.  Au  relie  ,  il  eft  évident  qu'une  fonction  non 
entière  de  :{  ne  peut  être  repréfentée  par  un  nombre  fini 
de  termes  de  cette  forte  :  A  ^  B:^  -^  C:^"  -h  &c  ;  car  li 
elle  pouvoit  l'être ,  elle  feroit  par  cela  même  une  fon£tion 
entière;  &  fi  quelqu'un  doutoit  qu'elle  pût  être  exprimée 
par  une  telle  férié  d'un  nombre  infini  de  termes ,  le  déve- 
loppement même  de  chaque  fonclion  ne  lui  laiiîera  aucun 
doute;  mais  pour  plus  de  généralité,  outre  les  puiflances 
de  :( ,  qui  ont  des  expofans  pofitifs  6c  entiers ,  on  doit 
admettre  des  puiflances  quelconques.  Ainfi  il  ne  reliera 
aucun  doute,  que  toute  fonction  de  ^  ne  puifi^e  être  trans- 
formée en  une  férié  infinie  de  cette  forme:  Ar"'  -f-5r    -H 

C^'^  -A-  D^    ,  les  expofans  a,^,  7,  <f,  Sec.    exprimant  des 
nombres  quelconques. 

60.    On  fait  qu'au  moyen  d'une  dlvijlon  continue ,  la  frac- 

lion  5-    e  re  out  en  cette    une  infime  : r-  -+■•  ■ — --i 

«  _i-  U7. -'  J  -'  -'  «  a  a' 

Li_^  •  —  &c  3  laquelle    nomme   une  progreffîon 


géométrime ,  parce  que  chaque  terme  a  un  rapport  confiant  i  :  — > 

avec  celui  qui  le  fuit. 

Il  y  a  une  autre  manière  de  trouver  cette  férié  ;  c'eft  de 
la  fuppofer  d'avance ,  quoique  inconnue ,  toute  développée  : 

car,  foit  7:^  =-^  +  B-^-^-Ct^ -^Dt^ -^r  E7^'\-^c.  Pour 
produire  l'égalité  ,  cherchons  les  coëfficiens  A,  B,  C,  D,  &cc  ; 
nous  aurons  a=  {a.~^  S^)  (A-hB^^^-  C-^  -f- Z) :{'  -+- ôcc. ) 

&   après  la  multiplication  faite , 

a  =  a./4H-"5:(-4-  «C:('-l-  <*£):(' -H  uEy^^-^'  &c. 
-f-  CAi  H-  ^5f  -4-  gCi'  ~\-  fDf  H-  &c. 
Par  conféquent  nous  devons  avoir  a  =  a  A,  donc  A  =  --  ^ 

il  faudra  enfuite  égaler  à  zéro  la  fomme  des  coëfficiens  de 
chaque  puifTance  de  :{ ;  ce"  qui  donnera  les  équations  ; 


i 
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»B  -h  CA  =  o  chaque  coefficient  trouvé  fera  donc  con- 

iC  -{-  CB  =  o  noître   facilement   le   fuivant.    Car   iî  le 

iD-{-  cC  =  o  coefficient  d'un  terme  quelconque  ==  P, 

mE ■+-  CD=  Q  6c  le  fuivant  =  Q;  on  aura».  Çh-CP  = 

£cc.  o  ,  ou   Q  =  —  •    Ainfi  le  premier 

terme  A  =  —9  étant  une  fois  déterminé,  on  en  conclura 

les  valeurs  des  lettres  fuivantes  B ,  C,  D ,  &c.  qu'on  trou- 
vera les  mêmes  que  celles  que  donne  la  divifion.  Au  refte, 

on  voit  à  l'infpeclion  ,  que  dans  la  férié  trouvée  pour  -^  _^  ^  ■  > 
le  coefficient  de  la  puiffance  ^    fera  =  +  "T+l'^^  ^S"^  "^ 

Ci 

ayant  lieu  lorfque  n  eft  un  nombre  pair  ,    &  le  figne  — 
lorfque     n    eft     impair  ,    ou    fi    l'on    veut,  le    coefficient 

6 1 .  On  peut  de  même ,  au  moyen  d'une  divijîon  continue , 
convenir  en  une  férié  infinie  la  fracîion  s • 

-'  -"  •'  «  -f-  6Z  -h  yZZ 

Mars  comme^la  diviiîon  eft  une  opération  ennuyeufe,  ôc 
qu'elle  ne  fait  pas  connoître  fî  facilement  la  nature  de  la  lérie 
infinie,  il  fera  plus  commode  de  préfuppofer  la  férié  qu'on 
doit  avoir ,  &  de  la  déterminer  de  la  manière  précédente. 

Soit  donc  --^t  -^—  =A-^Bi-^  Cf  ^  £>7'-H  £'f -t-  a^c. 

multipliez  de  part  6c  d'autre  par  a -h  C:{  H-  r^^j,  &  vous  aurez 

a  -f-  b:;^  =  clA  -k-  ctBi~^  c.  €■(■  -^-  ^  Di^  ■+■  «.  E  ^'^  -\-  &c. 

-^CAi-h^Bf -^SCi' -^  CDi'' -h  dcc. 

•+•  7 Al'  H-  yBi^  -H  7  Ci^  -4-  &c. 

Donc  aA  ^=  ai  a.B  -+-  <^A  =  bi  d'où  A  =»  —^  Se  B  =  — 

^  a.  » 

—  — •  Les  autres  lettres  feront  déterminées  par  les  équa- 
tions fuivantes: 
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U.C -^-'^B -\~  yA=  o  On    peut   donc,   au  moyen   de  deux 

ciD-i-€C-h7B=  o  coëfficiens    confécutifs  '  quelconques , 

iiE-+-CD-hyC=  o  trouver    le    fuivant.    Par    exemple, 

aF'^CE'\-yD=  o  fi  les  deux  coëfficiens  confécutifs  lonc 

&c.        •  P  &:    Ç,  &;  le   fuivant  jR  ,  on  aura 

«iR-}-eÇH-îP=  o,  ou  R  =  -^(l-yp ,  Ainfi  les  deux 

premières  quantités  A  &C  B  une  fois  calculées ,  les  autres 
dériveront  lucceiîîvement  de  celles-ci  ;  &c  on  aura  la  lérie 
infinie  y4  -+-  5  :(  -1-  C:[^  -H  D  ;('  -i-  6cc.  égale  à  la  fradion 

propoiee  z — ^^ — . 

Exemple.  ^ 

Soit  la  fraction  ■  _   2^  ^  t  &:  prenons  pour  la  repréfenter 

la  férié  A  -+•  B^-^  Ci"-  -i-  D  i^  ~\-  &c.  à  caufe  de  ^  =  i  ; 
^rr-  2^tt=  1;?  =  —  i;7'^= —  I,  nous  aurons  d'abordé  ===15 

èc  B  -=  y,  enfuite 

C  =  B  -h  A  Donc  chaque  coefficient  eft  égal  à  la  fomme 
D=C-hB  des  deux  précédents.  Ainfi  ,  en  fuppofant 
E  =  D-\^  C  connus  les  deux  coëfficiens  confécutifs  P  &c  Q^ 
F  =  E  -h  D  le  fuivant  fera  R  =  P  ~h  Q.  Puis  donc 
ècc.  que  les  deux  premiers  coëfficiens  A  &c  B  fon^ 

connus ,  la  fraction  propofée  ^_  —■—  fe  change  en  cette 
férié  infinie  i  H-  3  :{  -4-  4:{*  -f-  7  :{'  -f-  1 1:(*  -h  18  ;j^  -+-  &c, 
qu'on  peut  prolonger  fans  peine  auffi  loin  qu'on  voudra. 

61.  Ce  que  nous  venons  de  dire  fuffit  pour  mettre  à 
portée  de  bien  connoître  la  nature  àcs  fériés  infinies  ,  qui 
proviennent  du  développement  des  fonctions  fractionnaires; 
car  elles  obfervent  une  telle  loi ,  que  chaque  terme  peut 
€tre  déterminé  par  quelques-uns  de  ceux  qui  précèdent. 
Par  exemple ,  fi  le  dénominateur  de  la  fraction  propofée 
eft  a.  -i-  C\i^  qu'on  imagine  la  férié  infinie 

A, 
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^-4-5^-4;  Cl'-h -^Pl-^  Q  f^;-+-  R  ^"^^-f .5f -^5^.  5,^  . 

un  coëracient  quelconque  Q  fera  formé  du  coefficient  pré- 
cédent par  l'équation  a  Ç  -j-  CP=  o.  Alais  fi  le  dénomina- 
teur efb  un  trinôme  a-t- ^:{-+- ?:{:{,  un  coefficient  quelconque 
R  de  la  férié  fera  déterminé ,  au  moyen  des  deux  précédens 
Q&iR  par  l'équation  ciR^CQ~^yP  =  o.  De  même ,  fi  le 
dénominateur  eft  un  quadrinome,  tel  que  a  -f-  C^-\-y^^-\^j^'i^ 
on  obtiendra  la  valeur  d'un  coefficient  quelconque  S  de  la 
férié,  au  moyen  des  trois  précédents  /?,  Q  de  P^  en  faifanc 
aS  -+-  CR  -h  î.  Ç  -h  ^P  =  0;  il  en  fera  d;  même  des  autres. 
Ainfi  dans  ces  fortes  de  fériés ,  chaque  terme  eft  déterminé 
par  quelques-uns  des  cermes  qui  précèdent,  fuivant  une 
certaine  loi  confiante  ,  qui  fe  conclut  naturellement  du 
dénominateur  de  la  fraction  qui  produit  la  férié.  Le  célèbre 
MoivRE,  qui  a  examiné  plus  particulièrement  la  nature  de 
ces  fériés ,  les  appelle  Récurrentes  _,  par  la  raifon  qu'il  faut 
recourir  aux  termes  qui  précèdent,  pour  trouver  ceux  qui 
fuivent. 

(>l.  Au  refte^  pour  la  formation  de  ces  fériés,  il  faut 
que  le  terme  confiant  «  du  dénominateur  ne  foitpas  =30; 
car,  ayant  trouvé  le  premier  terme  de  la  férié  A  =  —^ 
celui-ci  ÔC  tous  les  fuivants  feroient  infinis  fi  a.  étoit  =  o. 
Excepté  donc  ce  cas  que  je  traiterai  dans  la  fuite,  la  fondion 
fractionnaire ,  qui  doit  être  transformée  en  une  férié  infinie 

récurrente,  aura  cette  forme  :  ^    ^    ^ i-Zl — .  j^ 

fuppofe  le  premier  terme  du  dénominateur  =  i ,  car  une 
fraction  peut  toujours  être  ramenée  à  cet  état,  à  moins  que 
le  premier  terme  ne  foit  =-  o  ;  &  je  regarde  tous  les  autres 
termes  du  dénominateur  comme  négatifs  ,  afin  que  tous  les 
termes  de  la  férié  qui  en  dérivent  foient  pofitifs.  En  eflèt , 
fi  la  férié  récurrente  ,  dont  il  s'agit ,  eft  repréfentée  par 
A'^B-{'\-C-i(^-\''Dt^-\-E-{^-^^z,  les  coëffi^ciens  fe 
détermineront  comme  il  fuit  : 

EuLER ,  Introducllon  à  l'Anal,  infin.  Tome  I.  G 
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A  =  a 

B  =  Ci  A  ~h  l> 

C  =  et  B  -hcA  ^  c 

D=oLC^cB'^yA^ci 

£=zci.D-^^C'^yB~h^A  -f-e 

Chaque  coefficient  eft  donc  égal  à  la  fomme  de  quelques 
multiples  des  précédents  ,  jointe  à  un  certain  nombre  que 
donne  le  numérateur;  mais  à  moins  que  ce  numérateur 
n'ait  une  infinité  de  termes,  cette  addition  cefTera  bientôt, 
&  dès-lors  chaque  terme  fera  formé  fuivant  une  loi  conf- 
tante  par  quelques-uns  des  précédents.  Mais  pour  que  la 
loi  de  la  progreffion  ne  foit  pas  troublée ,  il  conviendra 
d'employer  une  fonction  fractionnaire  proprement  dite  ;  car 
fi  on  en  employoit  une  autre,  la  partie  enticrc  que  celle-ci 
contiendroit ,  entreroit  dans  la  férié  ,  &  interromproit  la 
loi  de  la  progreffion  dans  les  termes  qu'elle  augmenteroit 
ou  diminueroit.  Par  exemple,  cette  fraction  improprement 

dite  ^"tl"^~  V>  donnera   la  férié  i  -t-    3  :{   -+-  4\^  4-   6^^ 

-4-  :o:(^ -+-  i<î:(^-4-  lô'^^-Jr-  42  :{^ -h  &:c;  où  le  quatrième 
terme  fait  exception  à  la  loi,  par  laquelle  chaque  coefficient 
eft  la  fomme  des  deux  précédents. 

64.  Les  fériés   récurrentes  méritent  une  attention  parti- 
culière ,  lorfque  le  dénominateur  de  la  fraction ,  d'où  elles 

nailTent,  eft  une  puiiïance.  Par  exemple,  la  fradlion  ,  ^_ ^  ^  ; 
réduite  en  férié  donnera 

t2-f-2aa  -f-?a*a  î-+.4a'd:^j-î- <^a*a  4-4- Sec. 
X  l  l  ,1 

férié    dans    laquelle    le    coefficient    de    la    puifîànce    ij"  eft 

(/z-4-i)  t."  a-'r-  na."~^  b.  Cependant  cette  férié  fera  récur- 
rente ,  parce  que  chaque  terme  eft  déterminé  par  les  deux 
précédents,  fuivant  une  loi  que  fait  appercevoir  le  dévelop- 
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penient  du  dénominareur  i  —  la:^  -+-««:(  ^.  Si  on  fait  «=1; 
&;  :j  =  I ,  la  férié  devient  la  piogreflion  arithmétique 
a  -^  (  la  -h-  b)  -4-  (3^-Hz^)  -{-('4a-i-3^)-t-  ôcc.  dont 
les  différences  font  confiantes.  Donc  toute  progreflion 
arithmétique  efl  une  férié  récurrente.  En  effet ,  foit  A  -f-,J? 
•+-  C-+-  Z)  H-  ^  -J-  i^-(-  &c.  une  progreflion  arithmétique  ; 
on  trouvera  C=  zB  — Â;D=  i  C —  B\  E=  iD —  C&çc, 

6^.  Enfuice  cette  fraclion  ^"^-^-"^,'^^^5  ^  caufe  de  -, — ^ — r,  = 

(  I  —  ai)~'  =  I  -f-3'<*:(-f-  6^-:('^-4-  io«'^'-i-  i5*'^:(*-f-  ècc. 
jfe   changera  en  cette  férié  infinie  : 

-f,         c      -h     3"*^     -4-     6a"c     '+•  &c. 
dans  laquelle  la  puifîKnce  :("a  pour  coefficient  ^-^ — '-^ — ^  a." a 

•  a.  0  "S '—^    a.  C.  01   on    fuppofe  CL  ==  ( 

&  :{  =  I  ,  la  férié  deviendra  une  progreflion  générale  du 
fécond  ordre ,  dont  les  différences  fécondes  font  confiantes. 
Repréfentons  cette  progreflion  par  la  fuite  A  ~\- B  -\-  C  ~t- 
D-i-E-hàcc;  elle  fera  en  même-temps  une  férié  récur- 
rente, dont  chaque  terme  fera  formé  des  trois  précédents, 
de  manière  à  avoir  Z)  =  3  C —  ^  B  -i-A  ;  E  ^==  ^D  —  3  C-f- 
B;  F  =  -ifE —  3Z) -+-  Côcc.  Comme  les  difi^érences  fécondes 
des  termes  en  progreflion  arithmétique  font  aufîi  égales , 
favoir  =  o,  il  s'enfuit  que  cette  propriété  convient  égale- 
ment aux  progrefîîons  arithmétiques. 

66.  Semblablement  cette  fraction  — "^— ^— *^JV-lt_l  donnera 
une  férié  infinie  ,  dans  laquelle  une  puiffance  quelconque 
:j[  de  :{  aura  pour  coefficient;  -^ <-^ '-^ — J—iZ.  a.  a  -^h 

n.  {n  -^  1)    (n  -h  2)       n—   i,  Çn  —  i)n(n-f-i)         n  —  2 

■    "   '  -  "  <t"~'ûf.  En  faifant  donc  =£  =  i  &  :^  =  i , 

G  ij 
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cette  férié  renfermera  toutes  les  progrefFions  algébriques 
du  troifieme  ordre ,  dont  les  différences  troifiemés  (ont 
confiantes.  Donc  toutes  les  progrelîions  de  cet  ordre  que 
je  repréfente  Tpar  A -h  B  ~r- C-^  D -h  £  ■+•  F-\- ècc.  feront 
des  fériés  récurrentes  dépendantes  du  dénominateur  i  —  4? 
-+•  (Î7*  — ■  4:('-f-  :(*;  d'où  il  s'enfuit  que  E  ^=  ^D  —  6  C 
-+-4^  —  A;F=:^E —  6Z>-t-4C — 5;  &c.  propriété 
qui  s'applique  en  même- temps  à  toutes  les  progreffions 
d'ordres  inférieurs. 

6-j.  On  fera  voir  de  la  même  manière ,  que  toutes  les 
progreffions  algébriques  ,  de  quelque  ordre  qu'elles  loient , 
qui  mènent  à  des  différences  conftantes ,  (ont  des  fériés 
récurrentes ,  dont  la  loi  eft  déterminée  par  le  développe- 
ment du  dénominateur  (i  —  ^)"»  le  nombre  «  étoic  plus 
grand  que  celui  qui  indique  l'ordre  de  la  progreffion.  Ainlî 

la  fuiteû'"+(a-+-^)'"-h(aH-z/^)'"-4-(a-+-3^)'"-f-&c. 
repréfentant  une  progreffion  de  l'ordre  m;  on  aura  par  la 
nature  des  fériés  récurrentes 

m  ,        ,     ,.m    ,     n-i"  —  ^)f^^,,L\m         n.  (n  —  i)  (n  ~  2) 

(û_t-3^)'"-4- ^IL[a^{n~i)6]'"=h{a-hné)'"; 

expreffiion  dans  laquelle  on  prend  les  fignes  fupérieurs  fi  n 
ePi  impair  ,  &  les  fignes  inférieurs  fi  n  eft  pair.  Cette  équation 
eft  donc  toujours  vraie  fi  /z  eft  un  nombre  entier  plus  grand 
que  m.  On  peut  juger  par-là  de  l'étendue  de  la  théorie  des 
fériés  récurrentes. 

6S.  Si  le  dénominateur  n'eft  pas  une  puiffance  d'un  binôme, 
mais  d'un  polynôme  quelconque,  le  développement  de  la  férié 
peut  être  autrement  confidéré.  En  effet ,  foit  la  fraction 
— ^- ■ — ■ ;  la   férié   infinie,  qui  en 

réfultera ,   fera 
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(m  +  i)  ,    (m-hi)(m-i-2)    »  (w+i)  (m-hi)  (m-h^)  _^i 


l-h'—-'^l'i 


I.  2  i  I.  2.  3 

(m+i).  ^        .      (m4-i)(/n-H2) 


Z  a  C       -f-  Sec. 


(m  4-1) 
-r-   ; y 


Pour  voir  plus  à  fond  la  nature  de  cette  férié,  repréfentons- 
la  par  des  coëfficiens  indéterminés,  de  cette  manière  i-^-A^ 

^  JV':{"-1-  &:c  ;  un  coefficient  N  fera  déterminé  par  autant  de 
coëfficiens  précédents  qu'il  y  a  de  lettres  «,  C,  r.  S",  &cc.  de  forte 

que  i\^=  ^±-%  M-h '-^^"  ^Z-t- l^:tf  „^  A:-^  i^ii^  H  +  &c. 

T  n  n  r.  n       ^  Fûye{  U 

Quoique  cette  loi  ne  £bit  pas  conitante,  mais  dépendante  noudefun. 
de  l'expofant  de  la  puiflance  de  ^  ;  cependant  il  exifte  pour  ^*^* 
la  inême  férié  une  autre  loi  conllante  que  donne  le  déno- 
minateur développé ,  &c  convenable  à  la  nature  des  fériés 
récurrentes.  Au  refte ,  il  faut  obferver  que  cette  loi ,  non 
conftante  ,  dont  nous  venons'  de  parler  ,  n'a  lieu  que  dans 
le  cas  oh  le  numérateur  de  la  fracl:ion  eft  l'unité  ;  car  s'il 
contenoit  quelques  puiflances  de  ^  ,  cette  loi  deviendroic 
beaucoup  plus  compliquée  ;  ce  que  les  principes  du  calcul 
différentiel  feront  mieux  entendre. 

6^.  Comme  nous  avons  fuppofé  jufqu'ici  que  le  premier 
terme  du  dénominateur  n'étoit  pas  =  o ,  &;  que  nous  avons 
pris  l'unité  pour  ce  terme,  voyons  à  préfent  quelles  fériés 
nous  obtiendrons,  lorfqu'il  n'y  a  pas  de  terme  confiant  dans 
le  dénominateur.  Dans  ce  cas,  la  fonction  fractionnaire  aura 

cette  rorme  —, ^^ ;»^^ , — r-»  neglieeons  le   facteur   7  du 

dénominateur,  &  réduifons  la  partie  reliante  de  la  fraclion 
Yzr^^^S  '^ZTëiT  »  ^"  ^^^^  ^"^  récurrente  A  ^  B^^  Ci* 
-t-Df -h  &c;  il  eft  évident  qu'on  aura  '^ +  ^r  +  ^5- +  &c- 

y-  ^  î(l—  «î  — b{'  — y^i  &C.) 

=  —  -f-  5  -f-  C:(  H-  2)  :{'  H-  -Ê"  :{'  ôcc  i   on  aura  de  même 
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bi-i-ci^  -J-  &c.  A  B 


f  (i  —  «ï  — ?î'— &c.)  i'  i 


-;-  C^hDy^'^Ei'-^'^c, 


&c  en  général 


^{  +  cf-f-&c.  A  B  C 


"^  .m—  3  ■+■  ^c  5  quelque  foie  le  nombre  m. 

no,  Puifqu'on  peut,  à  la  place  de  ^,  introduire  une  autre 
variable  x  dans  la  fonction  fractionnaire ,  &  donner  par  ce 
moyen  une  infinité  de  formes  à  chaque  fonction,  on  pourra 
par  la  même  raifon  réduire  une  fraction  propofée  en  ieries 
récurrentes   d'une  infinité  de  manières.  Soit  propofée,  par 

exemple,   la    fraction  _y  =  ■  _   _ — >  qui   donne   la    férié 

récurrente^  =  i-r-  2:{-H3:(*-4-5:{'-i-8:j+H-  Sec;  en  faifant 

r  =  —    V  devient  = = ^^ —  Ur => 

T.  X  yy  XX  —  X -(-  I  1-hX  —  XX  1-+-X  —  XX 

I  H-OX-4-XX  —  x'~l-  2X+ —  3  jcM-  5^* — dcc.  Doncy^  —  x 
^ox'' — ■x^-+-  x^ —  IX'  -T-^x^ —  5x'-f-&:c.  Ou  bien  foit  :j  = 
J—^  '■>  alors  V  =    —^  —  -x  ^  ^  ^         conféquenr  y  =  — •  i  — . 

i-i~x  •/  1 — 4X  —  XX  '■  i  y 

lox- — 41XJC— 178X' — ■  754^^^ —  &CC.  On  peut  de  cette 
manière  trouver  pour  y  autant  de  fériés  récurrentes  qu'on 
voudra. 

71.  Les  fonctions  irrationnelles  font  ordinairement  trans- 
formées en  fériés  infinies,  au  moyen  du  Théorème  général: 

m                 Tti                     m  —  n                     ,           ■.         /n  —  2  n 
m         m  {m  —  n)        

m{m~n){m-i.n)  p  ^_^zJïl  Q'  -^  ^c  :  en  cfFet ,  à  moins  que  1 

ne  foit  un  nombre  entier  pofitif ,  le  nombre  des  termes  eft 
infini.  Ainfi  ,  en  mettant  pour  m  ^  n  des  nombres  déter- 
minés ,  on  aura 
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71.  Telle  eft  la  marche  de  toutes  ces  fériés ,  que  chaque 
terme  fea^  être  formé  pat  celui  qui  le  précède.  Car ,  loit 

dans  la  férié,  qui  réfulte  du  développement  de  (P-t-Ç)  " 

m—  kn         k 

un  terme  quelconque  ==>  M  P     "      Q    '  le  Suivant  fera  ^ 


kn 


i—   (  À+  1  >  n 


(k^i)n^^P        "  Ç"^'.  Remarquez  ,    que    dans    le 

terme  fuivant,  l'expofant  de  P  diminue,  &  que  celui  de  Q 
augmente  d'une  unité.  Au  lefte,  pour  rendre  l'application 
plus  facile  à  tous  les  cas ,  nous  pouvons  mettre  la  formule 

générale  {P-hQ)  "  fous  cette  forme-ci:  Pn  (^i-*-p)  "' 

/  — 

car  en  développant  la  formul®  \    "^  p  )  "  &  en  multipliant 

m 

le  réfultat  par  P  "  ^  nous  obtiendrons  là  férié  ci-deiïlis.  Mais 

fi  m  ne  défigne  pas  feulement  àes  nombres  entiers  ,  mais 
auffi  des  nombres  fractionnaires ,  on  pourra  en  toute  sûreté 
prendre  l'unité  pour  n.  Cela  pofé ,  lî  nous  écrivons   Z  au 

lieu  de  ^  j  qui  eft  une  fonélion  de  :( ,  nous   aurons  (i  -+-  Z)  " 

:^  X  -+-  -  Z  -+-  "-^"-'^  Z^-4-  "''("-0("-^)  Z'  -4-  Sec. 
I  I.      2  I.     2.       3 

Mais  pour  bien  obfenver  les  loix  fuivantes  des  progreflions, 

il  fera  bon  d'avoir  remarqué  cette  converfîon  en  férié  de  la 

formule  générale  (I  ^-Zr~  =  I -^  ^-^^Z-4-^i:î:=lK:^^ 

^  (m  -  I)  {m  -  2)  {m  -  3)  z?  +  ^c 
I.  a.  3 

73.  Soit  d'abord  Z  =«  «^;  nous  aurons  (  i -i- a^)'"'"^=3 
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I  ^  I.  2  ^  I.  2.  3  T. 

•4-  6cc.  Au  lieu  de  cette  férié,  écrivons  la  formule  générale 

I  _H  ^:j  H-  Bf-^  Q'  -h -+-  M;^"-  '  -f-  i\^;("-4-  &c. 

Chaque   coefficient   À^  dépendra    du    précédent    M,   &  fe 

trouvera  au  moyen  de  l'équation  N=  '"~-  «  Af.  Aind  en 

faifant  /z   =  i  ,   comme  Af   eft  =  i  ,   nous    aurons  N  = 

^  =3  "iZli  a.  Faifant   enfuite   /z  ;=  i  ,  à    caufe    de    M  = 
I         .  ' 

A  =  "'~  ■  a  .  nous   trouverons  N  ■=  B  =  "' ~  "  a  Af  =a 

I  2 

(.w  —  I j  (.m  —  -;  ^î .   g^    ej-j    fuivant    le    même    procédé  ,    C  = 

I.  2  '  i  ' 

•  a.  D  = cJ:   comme  le   fait  voir  la 

3  I.  2.  3  ' 

férié  trouvée  ci-defTus. 

74.  Soit  Z  =  a:j  ■+"^î^  5  "0"S  aurons  (i  -+<  «:(  "+"^^1)'""' 

(m — i)  ,  „         ,  (m  —  i)fm  —  2),  ^         ,, 

=  I  -H^— p-^  («:(-+- ^:(:{)-t-^—^^^^^^  («:{ -h  f:î^r-H&Cî 
Difpofons  donc  les  puifTances  de  ;(  par  ordre  de  grandeur, 
ce  qui  donnera  (iH-a:^  ■+"^^^)'"~  = > 

fm  —  1)           .    (m  —  i)(m  —  2)    ,     ,    ,  (m — i)(m  —  2)  fra  —  3)    ,     ,         „ 

I             •■               I.           2              »•  I.             2.             3             *■ 

(m  —  i)              ,  (m—  l)  (m  —  2)          .,          „ 

I                *■  I.              2                 *■ 

Écrivons  ,  pour   cette  férié ,  la  formule  générale  :    .     .     , 

i-t-^:C4-5:('-hC^'-4- -1- Z  :(""  ^H- M;^"  "'-H 

N\"-\-  &c;  chaque  coefficient  fe  déduira  dés  deux  précé- 
dents  par   l'équation  N  =  aM-f-  ^^^  eZ  ;  ainfî 

tous  les  termes  pourront  fe  conclure  du  premier,  qui  eft  i. 
En  effet ,  on  aura 

À  —  ("'  —  '') 

yi    a. 

I 
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3  3 

4  4 

75.  SiZ  =  a:[-+-^:(:{-4->:(';  l'expreiîion  (  i  •+-«:(  -+• 

{m  —  i){m~-t)  ^^^  _j_^^;j>j-^;j3)^^^  g^c_  Ec  fî  tous  les  termcs 

font  ordonnés  fuivant  les  puiflances  de  :(,  elle  fe  changera 
en  cette  férié  : 

I        *■  I.        2         »•  I.        2.        3  •■ 

I  X  I.  a  ^ 

H-  ^'"7'"^  >  t'  -^  Sec. 

Pour  mieux  découvrir  la  loi  de  cette  progreflion,   écrivez  en. 

faplace,i-+-^^-+-5:j*-+-C:^'-H -^  ^l"~^ -i- Lf^^ 

•+•  M:("~  "h-  iV:{"-4-  ècc;    chaque    coefficient    de    cette 
férié    fera    formé    des    trois    précédents ,   de    manière    que 

^^(jl^.M^^-l^^L^Cl^ilJl^yX.   Comme 

le  premier  terme  =  i ,  &  ceux  qui  précèdent  =  o  ;  on  aura 
les  équations  fuivantes , 

2  2 

C  =  ^^-^-^  .5+  ^-^^  cA-^^^^^  y 

p  ^  ^Jliz^  C.C-+-  ^'"-^^  e5-i-  ^^^=i±^  .A 
4  4  4 

&:c. 
EuLER. ,  Introduclion  a  lAnal.  infin.  Tome  I.  H 
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7(j,  Donc,  en  général,  fi  nous  fuppofons  (1-+- «:{ +C:ç*-f- 

£7^  A-  &CC  ;  tous  !es  termes  Je  cette  féiie  feront  formés  des 
précé-lencs,  de  la  manière  qui  fuit: 


-         (rn—i) 


^  +  (^--■^1)^ 


^&c. 
C'eft  à  dire  que  chaque  terme  eft  déterminé  par  autant  de 
termes  précédents  qu'il  y  a  de  lettres  a  ,  C,  >  ,  J",  &c.  dans  la 
fondion  de  ^  ,  dont  la  puiffance  eft  convertie  en  férié.  Au 
furplus  ,  il  elt  facile  de  remarquer  l'accord  de  cette  loi  avec 
celle  que  nous  avons  expofée  auparavant  (  art.  68  )■,  lorfque 
nous  avons  réduit  en  une  férié  inHnie  la  quantité  (  i  —  a^—^ 
Ç^» — ,  y  ^i —  ÔCc.)"'"^'"*';  car  fî  l'on  met  —  m  à  la  place  de  m, 
èc  fi  l'on  prend  négativement  les  lettres  '',^,5',  «f",  les  fériés 
trouvées  fe  conviendront  parfaitement.  Au  refte ,  ce  n'efl; 
pas  ici  le  lieu  de  démontrer  directement  la  loi  de  cette 
progrefllon  :  ce  qui  pourra  fe  faire  facilement  dans  la  fuite 
par  les  principes  du  calcul  différentiel  ;  il  fuffira  donc  en 
attendant  d'en  avoir  prouvé  la  vérité  par  l'application  que 
nous  en  avons  faite  à  toutes  fortes  d'exemples. 
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CHAPITRE     V. 

Des  Fonclions  de  deux  ou  dhin  plus  grand  nombre 

de  J^ariables. 

77.  Les  quantités  variables  que  nous  avons  confidérëes 
jufqu'ici,  avoien:  encr'clles  une  celle  liaifon ,  qu'elles  étoient 
toutes  àes  fonclions  d'une  feule  variable,  &  que  l'a  déter- 
mination d'une  feule  eniporcoic  celle  des  autres  ;  mais  nous 
allons  traiter  à  préfent  des  quantités  variables  qui  n'ont 
aucune  dépendance  réciproque ,  de  manière  qu'en  fubfti- 
tuanc  à  l'une  d'elles  une  valeur  déterminée ,  Tes  autres 
relient  encore  indéterminées  &  variables.  Ces  fortes  de 
quantités  que  je  repréfente  par  a:,  y,  :[,  quant  à  leur  figni- 
fîcation  ne  changent  point  de  nature,  chacune  renfermant, 
comme  à  l'ordinaire,  toutes  les  valeurs  déterminées,  mais 
en  les  comparant  on  rem.arquera  entr'elles  cette  différence  , 
que  fi  l'on  met  pour  ^y  par  exemple  ,  une  valeur  quel- 
conque déterminée,  les  autres  x  &  y  auront  une  fignifi- 
cation  auflî  indéfinie  qu'auparavant.  La  difl^érence  entre  les 
quantités  variables ,  dépendantes  ou  indépendantes  \es  unes 
des  autres,  confiite  donc  en  ce  que,  pour  les  premières  la 
valeur  déterminée  d'une  feule  donne  celles  àes  autres  ,  & 
que  pour  les  dernières  la  détermination  de  l'une  ne  limite 
nullement  la  fignificacion  de  celles  qui  reftent. 

7  8 .  Donc  une  fonclicn  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  variables  x ,  y ,  z ,  efl  une  exprejjîon  compcfce  de  ces 
quantités ,  de  quelque  manrere  que  ce  fcit. 

Ainfi  l'expreiîion  x'-f-  xy{  ->t-  ai^  fera  une  fcrélion  des 
trois  variables  Jc,y,  :(.  Si  dans  cette  quantité  on  détermine 
une  variable ,  par  exemple  \ ,  en  mettant  un  nombre  conf- 
iant en  fa  place,  elle  demeurera  encore  une  quantité  variable, 
favoir ,  une  fonction  de  x  &;  dey;  mais  fi,  ourre  :(,  y  efl 


*• 


6o  Des    Fonctions    de    deux 

aufll  déterminé ,  il  ne  leftera  plus  au'une  fondlion  de  ic.  Une 
fon£licn  de  pluiîeur^  variables  n'obtiendra  donc  une  valeur 
déierminée ,  qu'après  que  chacune  des  quantités  indéter- 
minées qui  la  ccmpofent  ,  aura  reçu  une  valeur  donnée. 
Donc  une  quantité  variable  pouvant  être  déterminée  d'une 
infinité  de  manières  ,  une  fonction  de  deux  variables  ,  qui. 
pour  chaque  valeur  de  l'une  d'elles ,  eft  encore  fulceptible 
d'une  inunité  de  valeurs,  admettra  une  infinité  de  fois  un 
nombre  infini  de  déterminations.  Le  nombre  de  détermi- 
nat.'ons  fera  encore  une  infinité  de  fois  plus  grand  dans 
une  fonction  de  trois  variables,  de  croîtra  à  proportioa 
pour  un  [lus  grand  nombre  d'indéterminées. 

79.  Les  fonctions  de  plujicurs  variables  fe  diyifent  commO' 
dément  comme  celles  aune  feule,  en  algébriques  .0  en 
tranfcendantes. 

Les  premières  font  celles  dont  la  compofition  ne  dépend 
que  d'opérations  algébriques;  les  dernières  font  celles,  dans 
la  formation  defquelles  il  entre  des  opérations  tranfcen- 
dantes.  On  pourroit  encore  à  l'égard  de  celles-ci  en  djftin- 
guer  de  plufieurs  efpeces,  félon  que  les  opérations  trans- 
cendantes afi^edent  toutes  les  variables,  ou  quelques-unes 
feulement,  ou  même  une  feule.  Aiiifi  l'expreiFion  W-\- y 
log.  \ ,  qui  renferme  le  logarithme  de  -{ ,  fera  bien  une 
fondion  tranfcendante  de  y  &  de  :(  ;  mais  elle  doit  être 
regardée  cependant  comme  moins  tranfcendante,  parce  que 
la  variable  •{  une  fois  déterminée  la  fonction  devient  algé- 
brique. "Au  refte ,  il  eft:  inutile  de  multiplier  ces  fortes  de 
fubdivifions. 

80.  Les  fonctions  algébriques  fe  divifent  enfuit e  en  ration- 
nelles ù  en  irrationnelles  ;  ù  les  rationnelles  en  entières  &  en 
fractionnaires. 

La  raifon  de  ces  dénominations  eft  fuffifamment  expliquée 
dans  le  premier  Chapitre.  La  fon£lion  rationnelle  eft  dégagée 
de  toute  irrarionnalité,  qui  affecle  les  quantités  variables, 
dont  elle  eft:  dite  fondion.  Elle  fera  entière  s'il  n'entre  point 
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de  fradlion  dans  fia  compofition  ,  Se  dans  le  cas  contraire 
elle  fera  fraclionnaire.  Telle  fera  donc  la  forme  générale 
d'une  fonction  entière  de  deux  variables  y  &  ^:  a.-\-Cy-^ 

Donc  il  P  èc   Q  àéfignenc  des  foiidions  entières ,  foit  de 

deux ,  foit  d'un  plus  grand  nombre  de  variables ,  —  fera  la 

forme  générale  des  fonctions  fractionnaires.  Enfin  une  fonc- 
tion irrationnelle  ell  ou  explicite  ou  implicite  ;  celle-là  fe 
reconnoît  aux  radicaux  qu'elle  met  en  évidence;  ôc  celle-ci 
eft  donnée  par  une  équation  infoluble.  Ainfî  f^  fera  une 
fonction  implicite  irrationnelle  dey  &  de  :(,  fi  l'on  a  /^^  = 
(a_y^ -+-:(';  /^*-4-  (y'^-t-  l^)  V  -^  y'  -^  ,r  ay-^  -\-  :^^ 

S I .  On  peut  aujji  diflinguer  des  fonciions  multiformes  de 
plujîeurs  variables  comme  d'une  feule.  - 

Ainiî  les  fondrions  rationnelles  feront  uniformes  ,  parce 
qu'à  chaque  détermination  des  variables  elles  ne  reçoivent 
qu'une  feule  valeur.  Soient  P^Q^  R^  S ,  &c.  des  fondions 
rationnelles  ou  uniformes  des  variables  JC,  y  ,  ?;  /^  fera  une 
fonction  biforme  des  mêmes  variables,  fi  F^ — P  f^-^Q —  o- 
car  quelques  valeurs  déterminées  qu'on  fubflitue  aux  quan- 
tités x^y  &C  ;(,  la  fonclion  /^  aura  toujours  non  une  (îrople, 
mais  une  double  valeur.  De  même  /^fera  une  fonction 
triforme  ,fî  K' —  P  J^- ^  Q  V—.  i?  =  o  ,  6^  une  fonc1:ion 
quadriforme  ,  fi  V^~P  V  ^QF'~R  V^  J  =  o.  On 
affi^nera  d'une  manière  femblable  la  forme  des  fonctions 
multiformes  de  degrés  fupérieurs. 

81,  Si  en  égalant  à  zéro  une  fonction  d'une  feule  variable  r, 
il  en  réfulte,  pour  cette  variable,  une  valeur  déterminée* 
foit  fimple,  foit  multiple;  de  même  en  fuppofant  égale  à 
zéro  une  fonction  de  deux  variables  y  &  :j|,  l'une  fera  déter- 
minée par  l'autre ,  &  deviendra  confequemment  une  fonction 
de  celle-ci,  tandis  qu'auparavant  ces  quantités  croient  indé- 
pendantes l'une  de  l'autre.  Semblablement ,  fi  une  fonction 
de  trois  variables  x,y ,•{,  efl  égalée  à  zéro,  une  variable 
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fera  déterminée  par  les  deux  autres ,  &  deviendra  une 
fonftion  de  celles-ci.  Il  en  feroit  de  même,  fi  on  égaloit  la 
fon6tioa  non  à  zéro  ,  mais  à  une  quantité  confiante ,  ou 
même  à  une  autre  fonction  ;  car ,  dans  toute  équation 
quelque  foit  le  nombre  de  variables  qu'elle  renferme  ,  la 
valeur  d'une  feule  dépend  toujours  des  autres,  &  en  devient 
une  fonclion.  De  même  au  moyen  de  deux  équations  diffé- 
rentes entre  les  mêmes  variables,  deux  variables  fane  déter- 
minées par  les  autres;  ainfî  de  fuite. 

83.  La  divijîon  la  plus  remarquable  des  fonclions  de  deux  ou 
d'un  plus  grand  nombre  de  variables  j  efi  la  divifion  en  homogènes 
&  en  hétérogènes. 

S'il  règne  par-tout  un  égal  nombre  de  dimenfions ,  la 
fonclion  ell  dite  homogène  ;  finon  elle  efc  hétérogène. 
Chaque  variable  eft  cenfée  former  une  dimenfion  ;  le  quatre 
d'une  variable ,  ou  le  produit  de  deux  forme  deux  dmien- 
fîons;  le  produit  de  trois  variables  répétées  ou  non,  trois, 
ainfî  de  fuite;  les  quantités  confiantes  n'augmentent  point 
le  nombre  des  dimenfions.  Par  exemple ,  dans  ces  for- 
mules <*y,  C:(,  on  ne  compte  qu'une  dimenfion;  on  en 
compte  deux  dans  celles-ci:  a^y*;  ^yW  '  î*  »  trox^  dans  cqs, 
autres  «y'  ;  ^y^:{;  yy^^  ^"^'i  ^^  quatre  dans  cqs  dernières: 
"y*  »  ^y^  ^  '  '>y'  î*  '  ^y^'-»  ^'x  ->  ^^^^^  ^^^  autres! 

84.  Appliquons  d'abord  cette  diftinclion  aux  fon£lions 
entières  ,  &  fuppofons  qu'il  n'y  ait  que  deux  variables  ;  car 
ce  que  nous  allons  en  dire  conviendra  à  un  plus  grand 
nombre. 

l/ne  fonclion  entière  fera  homogène  j  f  chaque  terme  a  un 
égal  nombre  de  dimenfions. 

Il  fera  donc  très-commode  de  fubdivifer  ces  fortes  de 
fonclions,  fuivant  le  nombre  des  dimenfions  que  forment 
les  variables.  Ainfi  «  y  -f-  C  ;j  fera  la  forme  générale  des  fonc- 
tions entières  d'une  dimenfion;  «y*-+-  êy^  -H  7  :{*  la  forme 
générale  des  fonclions  entières  de  deux  dimenfions.  La 
torme    générale    des    fondions    de    trois    dimenfions    fera 
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comprife  dans  l'expreffion  ^y'-+-  '^y'I  "+"  yyi''  -+-  "^^'i  celle 
de  quatre  dimeniîons  dans  *y"'-t-  t  y'  :{ *-i-  •;  v'^'  -*■-  <^y  7'  -H 
t:{*,  ainfî  des  autres.  Par  analogie  la  quantité  conltante  « 
fera  une  foncLion  de  dimenfion  nulle. 

8  5 .  [/ne  fonclion  friclionnairc  homogène ,  eji  celle  dont  le 
numérateur  6  le  dénominateur  font  eux-mêmes  des  fonciions 
homopenes. 

o 

Ainlî  cette  fraction  ^^- — ~  fera  une  fonction  homogène 
«y  -f- 1^  & 

de  y  &  de  ^.  Or  on  connoîtra  le  nombre  de  dimenfîons  ,  en 

fourtrayant  du  nombre  des  dimenfîons  du  numérateur  celui 

à&s  dimeniîons  du    dénominateur  ;  on  trouvera  d'après  cela 

que  la   propofée   eft    une  fonclion    d'une   dimenfion.   Cette 

autre  frac?don -—  fera  une  fonction  de  trois  dimenfions. 

Donc,  s'il  y  a  le  même  nombre  de  dimenfions  dans  le  numé- 
rateur £c  dans  le  dénominateur ,  la  fraction  fera  une  fonc- 
tion de  dimenfion  nulle  ;  comme  dans  la  quantité  ^'  "^■^-  % 
OU  dans  celles-ci  :  ^  ;  -îii^  ;  -^.  S'il  y  a  plus  de  dimenfions 
dans  le  dénominateur  que  dans  le  numérateur ,  le  nombre 
des  dimenfions  de  la  fra(flion  fera  nétratif:  ainfi  ~  fera  une 
fonction  de  —  i   dimenfion  .  ■^"'"^-  une  fondlion  de  —  % 

dimenfions:  ■  , _^  ^ — %  une  fonction  de —  5  dimenfions,  parce 
qu'il  n'y  a  aucune  dimenfion  dans  le  numérateur.  Au  refte , 
il  eft  évident  que  plufieurs  foncftions  homogènes ,  dans  lef- 
quelles  il  règne  un  même  nombre  de  dimenfions  ,  étant 
ajoutées  ou  fouftraites,  donnent  toujours  une  fonction  homo- 
gène du  même  nombre  de  dimenfions.  Par  exemple,  cette 
expreffion  ty-^  —  -  H-  ^•^'^Al  fg^a   une    fondtion  d'une 

feule  dimenfion ,  &:  celie-ci  a  H ^  -f-  -^^  -f-  ^  "*"  ^^-  fera 

î         y  y        y  y  —  îî 
une  fonction  de  dimenfion  nulle. 

86.  La  nature  des  fonctions  homogènes  s'étend  aufïï  aux 
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expreflîons  irrationnelles.  Car  fi  P  eft  une  fonction  quel- 
conque homogène  de  n  dimenfions  ,  par  exemple,  i/"P  fera 
une  fonction  àQ  \  n  dimenfions;  \J  P  fera  une  fonction  de  j  /z 

dimenfions ,  &:  en  général  P  "T  iTera  une  fonction  àc  J^  n 

dimenfions.  Ainfi  V^yy  -^  \\)  fei"^  une  fonction  d'une 
dimenuon,  P"  [y^  -^  ^)  f^fa  une  fonction  de  trois  dimen- 

fions:  {yi-^  W)'^  fera  une  fonction  de  \  dimenfions, 
^  Tf  "^  ^!\  fera  une  fonction  de  dimenfîon  nulle.  D'après 
cela,  &  ce  qui   précède  ,   on   comprendra   facilement  que 

l'exprefîfon  -i-  ^ -^IvllZZJtll)  _        /         ^,  ^^^^—77 r. 

eft  une  fonction  homogène  de  —  i  dimenfion. 

87.  Il  n'y  a  plus  de  difficulté  pour  lavoir  fi  une  fonction 
irrationnelle  implicice  eft  homot^ene  ou  non  ,  foit  /^  une 
telle  fondion  &  ^^  -+- PV'  -f-  Q  /^-H R  =  o,  P,Q  &c  R 
étant  des  fondions  de  y  &  de  ^.  D'abord  il  eft  clair  que  /^ne 
peut  être  une  fonction  homogène ,  fi  P,  Ç  &  P  ne  font  pas 
des  fonctions  homogènes.  De  plus,  fi  nous  fuppofons  que  f^ 
foit  une  fonction  de  n  dimenfions  ;  /^*  fera  une  fonction 
de  i  /z,  &  P^^  une  fonction  de  3  /z  dimenfions  ;  puis  donc  qu'il 
doit  y  avoir  par-tout  un  même  nombre  de  dimenfions ,  il 
faut  que  P  foit  une  fonction  de  n,  Q  de  2«,  &c  R  de  ^n 
dimenfions.  Donc  réciproquement ,  fi  les  lettres  P,  Ç ,  i? 
font  refpectivement  des  fon£tions  homogènes  de  «,  i/z^  3« 
dimenfions,  on  en  conclura  que  /^fera  une  foncîlion  de  n 
dimenfions.  Ainfi,  en fuppofant  l'équation  /^^-f-  (y*-+-  :(*)  f^^ 
-H  ay^  y — î'°  =0»  ^  fera  une  fonction  homogène  de 
deux  dimenfions  des  variables  y  ^  \- 

88.  Si  Y  eji  une  foncîion  homogène  de  n  dimenjlons  des 
variables  y  <&  z,  (&  qu'on  fajje  par-tout  y  =  uz;  la  jonclion  V 
fe  changera  en  un  produit  de  la  puijpince  z"  par  une  cer- 
taine foncîion  de  la  variable  u. 

En  effet,  par  cette  fubftitution  dey=«;{,on  introduira 
dans  chaque  terme  des  puiflances  de  ^,  égales  à  celles  de  y 

qui! 


i 
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qu'il  renfermoic.  Ainfi ,  puifque  dans  tous  les  termes  le 
nombre  des  dimenlîons  des  variables  y  èc  ;{,  prifes  enfemble 
ell:  égal  à  ;z ,  la  feule  variable  ^  aura  par-tout  n  dimenfions, 
6c  par  conféquent  chaque  terme  renfermera  la  puilîance  :{"; 
la  fonclion  /^  fera  donc  divifible  par  cette  puiilance,  &:  le 
quotient  fera  une  fonâicn  de  la  feule  variable  u  La  chofe 
elt  claire  pour  les  fonctions  entières  ;  car  (î  on  a  /^=  ajy'-+- 
çy^  -+-  yy-]^  ->!-  S 7^  en  faifant  y  =  i^'i-,  /^deviendra  == 
yî  (^^î_l-  ^«* -4-  î  z^  -f-  &■).  La  même   chofe    eft    manifefte 

pour  les  fradions.  En  efFet ,  foit /^=  ^^-^^  >■  fondion 
de  —  I  dimenfion,  en  faifant  y  =  u-{^  /^deviendra  == 
•{  (  "J!"*",  ).  Les  fondions  irrationnelles  ne  font  pas  plus 
exception;  car  fi  ^=  ~/(^f^y^^>  ^"^  ^^  ""^  fondion 
de  — ~  dimenfions  ;  en  faifant  y  =  «:j ,  on  obtiendra  l'équa- 
tion  t^  =^\     '  [^    //^,  _^jN J'  Amli ,  de  cette  manière,  les 

fondions  homogènes  de  deux  variables  feulement  feront 
ramenées  à  des  fondions  d'une  feule  variable  ;  car  la  puif- 
fance  de  \  étant  un  fadeur ,  eft  cenfée  ne  pas  altérer  la 
fondion  de  u. 

89.  Donc  une  fonclion  homogeneN  des  deux  variables  y  6"  Z 
d'une  dimenjion  nulle ,  après  la  fuhjîuution  de  y  =  vu.  fe  chan- 
gera en  une  fonclion  pure  de  la  feule  variable  u. 

Car  le  nombre  des  dimenfions  étant  nul ,  la  puiflance 
de  :[,  qui  multipliera  la  fondion  de  u  fera  7^  =  i  ;  &  dans 
ce  cas   la   variable    \   fort   tout- à -fait   de   l'expreffion.   Par 

exemple,foit  V^=  ^-^-  •>  en  faifant  y  =  u\^o\^  aura  /^=  '^'  ; 
&  pour  les  fondions  irrationnelles , fi  on  a  /^=^— ^^•^•^~^^' ^ 
en  fuppnfanty  =  z/;^,  /^deviendra  —  u  —  V  {uu  —  i  ^. 

90.  Une  fonction  homogène  &  entière  de  deux  variables  y  <&  Z  , 
pourra  être  décompofée  en  autant  de  facteurs  fimplcs  de  la 
forme  ^  y  -t-  ?  z  ,  quelle  aura  de  dimenfions. 

'E^\j'LLik ,  Introduction  a  l'Anal,  infin.  Tome  L  I 
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Car  la  fondlicn  ëcanc  homogène.  Ci  l'on  laîr  y  =  //:(,  elle 

fe  changera  en  un  produit  de  ^"par  une  certaine  fonclion 
entière  de  w,  laquelle  par  cette  raifon  pourra  être  déjom- 
pofée  en  fadeurs  fimples  de  la  forme  ctu  -h  C.  Multiplianc 
chaque  facleiir  par  :( ,  chacun  aura  la  forme  a.u^  -h  Ç-{-= 
"_yH-^:{,  à  caufe  de  u^=y^  mais  à  caufe  du  multiplica- 
teur :{",  il  y  aura  autant  de  fadeurs  de  cette  forme,  que 
l'expofant  n  contient  d'unités,  &  ces  facleurs  fimples,  feront 
ou  réels  ou  imaginaires  ,  fuivant  que  les  ccefîlciens  *  6c  ^, 
feront  ou  réels  ou  imaginaires. 

II  fuit  donc  de-là  qu'une  fondion  de  deux  dimenfinns 
^yy  ~^  ^y\  ~^  '^W  renferme  deux  fadeurs  fimples  de  la 
forme  ^y  -f-  ^:j;  &;  qu'une  fonction  telle  que  ay"^  -\-by\  -H 
cy7^-A-d-(  aura  trois  fadeurs  fimples  de  la  forme  «y -i- f  :(. 
W  en  fera  de  même  des  fondions  entières  homogènes,  qui 
auront  plus  de  dimenfions. 

91.  Donc  cette  exprelîion  «y  -t-  C:{  comprend  la  forme 
générale  des  fondions  entières  d'une  dimenfion  ,  comme  la 
quantité  (  «  y -f- Cz  1  (■jy-4-<rz)  exprime  la  forme  générale 
Aqs  fondions  entières  de  deux  dimenfions  ;  6c  toutes  les 
fondions  entières  de  trois  dimenfions  feront  repréfentées 
par  la  formule  {iy  -^  ç.\)  '  y  y  -\-  ^  -{^  h  y  -\-  l\'\\  par  con- 
féquent  toutes  les-  fondions  entières  homogènes  pourront 
être  exprimées  par  des  produits  compofés  d'autant  de  fac- 
teurs,  tels  que  «y-4-^:{,  que  ces  fondions  contiennent  de 
dimenfions.  Or  c^s  fadeurs  fe  trouvent  par  la  refolution  des 
équations,  de  la  même  manière  dont  nous  avons  cnfeigné 
à  trouver  les  fadeurs  fimples  des  fondions  entières  d'une 
variable.  Au  refte  ,  cette  propriété  des  fondions  homogènes 
de  deux  variables  ne  s'étend  point  aux  fondions  homogènes 
de  trois  ou  de  plus  de  variables;  car  la  formule  générale  de 
ces  forces  de  fondions  de  deux  d-menfions  feulement,  qui 
çSk  ayy  -\-  by:{^  -^  cy x  -\'  dx-{  -4-  exx  -t-/'^:{,ne  peut 
être  ramenée  généralement  à  un  produit  de  la  forme 
(0)  i^'i.y  ^  Q-^^  yx)  ( <f~ j'  -4-  ê :{  -H  çoc)  ;   6c  \&s  fondions  d'un 
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plus  grand  nombre  de  dimensions  font  encore  moins  fufcep- 
tibles  d'être  ramenées  à  de  femblables  produits. 

91.  On  comprend  par  ce  que  nous  venons  de  dire  àes 
fonctions  homogènes,  ce  que  c'eil:  qu'une  fonction  hétéio- 
gene  ;  c'eft  ,  comme  nous  l'avons  dit  ,  celle  dans  laquelle 
tous  les  termes  n'ont  pas  le. même  nombre  de  dimenlîons. 
\.es  fonctions- hétérogènes  peuvent  être  divifëes  fuivant  la 
multiplicité  des  dimenlîons.  Ainlî  nous  appellerons  fondlion 
biHde  ,  celle  qui  renfermiC  un  nombre  double  de  dimen- 
fons  ;  elle  fera  par  conféquent  un-  alTemblage  -de  deux 
fondions  homogènes,  dans  Lfquelles  les  nombres  àcs  dimen- 
fïons  iont  difi'érents  ;  par  exemple  ,  jy' -H  zj)/':^'' -4-yjy -+- ;{:( 
fera  une  fonction  bifide  ,  parce  qu'elle  contient  partie  cinq  , 
partie  deux  dimenfîons.  Une  fonction  tri fide ,  eft  celle  dans 
laquelle  il  fe  trouve  trois  nombres  différents  de  dimenfîons, 
ou  qui  peut  être  partagée  en  trois  fonctions  homogènes, 
comme  y^  -^  y^^  -^  \*  -^  y  —  \- 

Il  y  a  en  outre  des  fonctions  hétérogènes  fractionnaires 
ou  irrationnelles, tellement  compliquées,  qu'on  ne  peut  les 
décomposer  en  fonctions  homogènes  ;  telles  font  les  expref- 

^y  -+-  îî  '     yy  —  ^i 

9^.  Quelquefois  une  fonction  hétérogène,  au  moyen  d'une 
fubltitution  convenable ,  faite  à  la  place  d'une  ou  de  deux 
variables,  peut  devenir  homogène.  Il  n'eft  pas  fi  fuile  d'in- 
diquer dans  quels  cas  ce  changement  a  lieu.  Il  fuffira  donc 
de  p-éfenter  quelques  exemples  qui  en  faffent  connoître  la 
poifibiiité.    Soit    propofée  ,    eh    conféquence ,    la    fonction 

y^  ~^  \'{y  ~^ y' '{  "^  ~'i  ^^^^^  u"^  légère  attention  on  verra 
qu'elle  devient  homogène  en  faifant  ^■=xx;  car  alors  elle 
devient  /*-+-  x^y-+-  jy'jc^-h  *->  fonction  homogène  de  cinq 
dimenfîons  des  variables  x  &c  y.  De  même,  la  fonction 
y  -+■  y  X  ^  y^  X*  ~^y'  ^^~^ ^^^'^   rendue    homogène   en 
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faifant  jc  =  — .  car  elle  devient  la  fon£lîon  d'une  dimen- 
î  '     . 

_  vv  v*  y^  Ti  11 

lion  y  -+-  ^^ — h {-  --  -h  ar.  h  Y  a.  a  autres  cas  ou  une 

^  {  Il  V  ^^         ^ 

fubftitution  aufli  fimple  ne  fuffit  pas  pour  rendre  la  foncliion 

homogène,  &  qui  préfentent  beaucoup  plus  de  difficultés. 

94.  Enfin  on  doit  avoir  -^gard  à  une  autre  divifîon  aiïez 
iifitée  des  fonékïons  entières  ;  je  veux  parler  de  leur  divifion 
en  ordres.  L'ordre  eft  déterminé  par  le  plus  ^rand  nombre 
des  dimenfions  qui  fe  trouve  dans  la  quantité.  Par  exemple, 
XX  -^  yy  -f-  :{:{  -+-  ay  —  ^a  eft  une  fonction  du  fécond 
ordre ,  parce  qu'elle  a  des  termes  de  deux  dimenfions  ; 
&  y*-+-_y^' — ay'':^-\~  aSy-^  —  a*y--+-  b''  appartient  aux 
fonctions  du  quatrième  ordre.  On  a  égard  à  cette  divifion, 
fur -tout  dans  la  théorie  des  lignes  courbes;  d'où  réfulte 
encore  une  nouvelle  divifion  des  fonctions   enrieres. 

95.  Refte  à  parler  de  la  divifion  des  fonctions  entières 
en  complexes  &  en  incomplexes.  Une  foncftion  complexe, 
eft  celle  qui  peut  être  décompofée  en  fadteurs  rationnels  , 
ou  qui  eft  le  produit  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  ronflions  rationnelles  ;  telle  eft  la  fonâion  y''  —  -a^ 
-f-  xaT^ —  rbyT^-^  —  a^  7^ -^  xab^y — ^*jy%  qui  réfulte 

de  la  multiplication  de  ces   deux   fondlions 

{y  y  -h  ^^  —  ai-\-  by)  {y  y  —  :(:(-+-a;(  —  by).  Nous 
pouvons  donc  conclure  que  toute  foncftion  entière  homo- 
gène, qui  renferme  feulement  deux  variables,  eft  une  fonc- 
tion complexe ,  parce  qu'elle  a  autant  de  facteurs  fimples 
de  la  forme  «y -i- C;(  qu'elle  contient  de  dimenfions.  Par 
la  raifon  contraire  une  fonction  entière  fera  incomplexe, 
fielle  ne  peut  fe  décompofer  en  fadeurs  rationnels;  telle  eft 
la  quantitéyy-4-  w  —  aa^  qui  ne  renferme  point  de  fac- 
teurs rationnels ,  ainfi  qu'il  eft  aifé  de  s'en  convaincre.  Au 
refte,  c'eft  par  la  recherche  des  divifeurs  qu'on  pourra  s'aflu- 
rer  fi  une  fon£tion  donnée  eft  complexe  ou  incomplexe. 
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CHAPITRE     VI. 

Des  Quantités  exponentielles  &  des  Logarithmes. 

^6  Quoique  la  connoinTance  des  fonaions  tranfcendantes 
doive  faire  un  des  objets  du  calcul  intégral ,  cependant  il 
fera  à  propos  de  traiter  ici  de  quelques  elpeces  qui  le  pre- 
Tentent  plus  fréquemment,  &  qui  préparent  la  voie  a  plu- 
fieurs  recherches.  Nous  confidérerons  donc  d  abord  les 
quantités  exponentielles  ,  ou  les  puifTances  dont  1  expofant 
eft  une  quantité  variable  ;  car  il  eft  clair  que  ces  fortes  de 
quantités  ne  peuvent  être  rapportées  aux  fondions  algé- 
briques, puifque  celles-ci  n'admettent  que  des  expolans 
conftants.  On  diftingue  plufieurs  efpeces  de  quantités  expo- 
nentielles ,  fuivant  que  l'expofant  feul ,  ou  que  l'expofanc 
avec  le  nombre  qu'il  afFede  eft  une  quantité  variable  ;  a^  eft 
de  la  première  efpece,  &  jy^  de  la  féconde.  De  plus,  l'expo- 
fant même  peut  être   une   quantité   exponentielle,  comme 

K.       l.        l.        l 

dans  les  formules  a  '  a?'  '  /  '  -^^  *  Nous  ne  multiplierons 
pas  davantage  les  efpeces  de  ces  grandeurs  ;  car  leur  nature 
fera  fuffifamment  connue,  après  que  nous  aurons  traite 
feulement  la  première  efpece. 

97.  Soit  donc  propofée  la  quantité  exponentielle  ^^  ou 
ce  qui  revient  au  même,  une  puiiTance  de  la  conftante  ^, 
qui  ait  pour  expofant  la  variable  ^.  Cet  expofant  i  renfer- 
mant tous  les  nombres  déterminés,  il  eft  évident  que  fi  a 
la  place  de  :( ,  on  fubftitue  fucceflivement  tous  les  nombres 
entiers  pofitifs ,  on  obtiendra  pour  a^  les  valeurs  déterminées 
il';  û*;  û';  a^  û^i  û';  &c;  6c  fi  l'on  met  pour  i  les  nombres 
négatifs—  ij  —  i,— 3,  ^^c,  la  quantité  a^  deviendra  fuc- 
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ceffivemenc  -  î  —  ;  —  î  —'-,  &;c  :  &  Ci  l'on  fait  ?  =  o  ,  on 

aura  toujours  a°  =  i.  Mais  fi  l'on  fubftitue  à  ^  des  fractions, 
comme  i;  f;  f;!;  t»  ^^*^»  o'^  ^"^a  pour  réfulrats  les  quan- 
tités i/^a;\/a;  \/a^;  y/a;  |/^' ;  &:c  ;  lefquelles  confidért'es 
en  elles-mêmes ,  onc  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs,  puifque  l'extraélion  des  racines  en  fournit  toujours 
plulieurs.  Cependant  on  n'admet  ordinairement  dans  ce. cas, 
que  les  valeurs  qui  fe  préfentent  les  premières,  c'eft-à-dire, 
celles  qui  font  réelles  &  pofitives  ,  parce  que  la  quantité  a^ 
efl  regardée  comme  une  fonction x uniforme  de  ^.  Ainfi  a' 
tiendra  un  certain  milieu  entre  a""  Se  a\  &  fera  par  conféquent 
une  quantité  du  même  genre;  & -quoique  a^  ait  la  double 
valeur  — aal/^a  ôc  H-  aal^a^  cependant  on  ne  tient  compte 
que  de  la  dernière.  Il  en  eft  de  même  li  l'expofant  \  a  des 
valeurs  irrationnelles  ;  mais  comme  il  eft  difficile  dans  ce 
(jp)  cas  de  concevoir  le  laombre:  de  valeurs  que  renferme  la 
quantité    propofée,   on   fe   contente   de   confidérer  la  feule 

valeur  réelle.  Ainlia^'^  fera  une  valeur' déterminée  com- 
prife  entre  les  limites  a^  &  û'. 

98  Les  valeurs  de  la  quantité  exponentielle  <3^  dépendent 
fur-tout  de  la  grandeur  du  nombre  confiant  a  ;  car  ,  fi 
a  =  i,  û,  fera  toujours  =  i,  quelque  valeur  qu'on  fubftitue 

à  l'expofant  •{  ;  mais  fi  û  eft  >►  i,  la  valeur  de  a^  fera  d'autant 
plus  grande,  qu'on  fubftituera  à  ■[  un  plus  grand  nombre, 
jufqu'à    ce    qu'elle   devienne    .=^  00  ,  en   taifanc   ;^  =  00  ;   fi 

:^  ==  o  ,  a^  deviendra  =  i,  &:  fi  :(  eft  ><  o  ,  les  valeurs  de  a^ 
deviendront  plus   petites    que    l'unité;    jufqu'.à    ce   qu'ayant 

fait  :j  =  —  00  ,  û^  devienne  =  o.  Le  contraire  arrive,  fi  a 
eft<<  I,  &  cependant  un  nombre  poficif  ;  car  alors  les  valeurs 
de  a^  décroîtront ,  à  mcfure  que  :{  croîrra  au-deiTus  de  o  i 
&  elles  croîtront ,  i\  l'on  prend  pour  :j  des  nombres  négatifs. 

En  effet,  fi  a  eft  «<  i  >  -  eft  >■  i;  foit-  doxic  —  z^  è  j  oa 


ET     DES     Logarithmes.  71 

aura  û^=/^~'-,  &:  pai"  conféquent  le  fécond  cas  pourra 
êc<-e  regardé  comme  une  conféquence  du  premier. 

99.  Si  a  =1  o,  on  remarque  un  grand  faut  dans  les  valeurs 

de  u^  ;  car  tant  que  :j  fera  un  nombre  pofitif  ou  plus  grand 

que  zéro,   on  aura  toujours  ^'•  =  0;  fi^=o,  a°  fera  =  i  ; 

mais  Cl  j^  eft  un   nombre  négatif,  a^  obtiendra  une  valeur 

infiniment  grande.  Elieclivement  foit  \  =  — 3,  alors a^=o~' 

=■    —  =  —  ^=  ce.  On  obfervera  encore  de  plus  grands  fauts, 

fî  la  quantité  confiante  a  a  uiie  valeur  négative  ,  par 
exemple,  —  i  ;  car,  en  lubftituant  à  ;[  des  nombres  entiers, 

les  valeurs  de  a^  deviendront  alternativement  pofitives  Ôc 
négatives  ,  .comme   le  tait  voir  la  (érie  fuivante    .... 

a     ^;  a     ^;  a        ;   a        ;  a    ;     a     ;      a    ;       a';     û^;&:c. 

-^-îTi— i;-^T;— t;  i;  —  2;-4-4j  —  8;-hi(î. 
Et  (i  l'on  donne  à  l'expofant  :{  des  valeurs  fradlion n aires , 
la  puifflmce  a^  =  ( —  2  )^  prendra  des  valeurs  tantôt  réelles 
tantôt  imaginaires  ;  car  a'  =^  y^ —  z  ,  quantité  imat^inaire 
&  a'  —  V —  2.  ;  —  —  \/  ^  quantité  réelle.  Mais  fi  l'on  fubfti- 
tue  à  ^  des  valeurs  irrationnelles,  la  puilFance  a^  repréfen- 
tera-t-elle  des  quantités  réelles  ou  imaginaires  ?  C'eft  ce  qu'il 
n'eft  pas  poiîible  de  décider. 

100.  Après  avoir  ainli  fait  connoître  les  inconvéniens  oui 
fe  préfenrent,  lorfqu'on  fubftitue  à  a  des  nombres  négatifs, 
prenons  pour  a  un  nombre  pofitif,  &  même  plus  grand  que 
l'unité  ,  parce  qu'il  eft  aiié  de  ramener  à  ce  cas  celui  où  a 
exprimeroit  un  nombre  pofitif  plus  petit  que  l'unité.  Si  donc 

on  fuppofe  a^=^,  en  mettant  à  la  place  de  :{  tous  les 
nombres  réels  renfermés  entre  les  limites  ■+-  00  &  —  00  ,  y 
acquerra  toutes  les  valeurs  pofitives ,  comprifes  entre  les 
limites  -+-  00  Se  o.  Car  fî:^^=cco,y-r=co;  li  :^  -  o  ^  y  •=;  i  ; 
iciii  =  —  co  ^y  s=iO.  Donc  réciproquement,  quelque  valeur 
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pofitive  qu'on  prenne  pour  y,  il  y  aura  pour  -^  une  valeur 
correfpondante,  qui  fatisfera  à  la  condicion  a^  =  y;  mais  fi 
on  donnoic  à  y  une  valeur  négative,  rexpofant  ^  ne  pourroic 
avoir  une  valeur  réelle. 

loi.  Soit  donc^  =^a^^  y  fera  une  certaine  fondlion  de  :^, 
^  on  verra  facilement  par  la  nature  des  puilîances  quel 
rapport  il  y  a  entre  y  &C  ^.  En  effet,  quelque  foit  la  valeur 
qu'on  donne  à  :(,  celle  de  y  eft  par-là  déterminée.  On  a  aulîi 

y  y  =r^     ■,  y     —  ^     ,  Ci.  en  gênerai  y    =  a  ^  ;  d  ou  vy  = 

^     iî^y=^     loc—  =  a       ;  —  =a        ,cc  —  =  a        > 

^  y  yy  \'y 

ainfi   des  autres.  De  plus  fi  v  -=  u^,  on  aura  vy  =  a"^"^^, 

2c  —  =  (2  Ces  confidérations  font  propres  à  faciliter  les 

y  ^     ^ 

moyens  de  trouver  la  valeur  de  y ,  celle  de  ~  étant  donnée. 
Exemple. 

Soit  a  =  lo  ;  à  caufe  de  l'Arithmétique  décimale  dont 
nous  nous  fervons  ,  il  fera  facile  d'avoir  les  valeurs  àQ  y , 
lorfqu'on  prendra  pour  •{  des  nombres  entiers.  En  effet,  on 

aura  lo*  =  lo  ;    lo^  =^-    loo  ;   lo^  =  looo  ;  10'*.-=  loooo , 

ce  I o    =:  I  :  de  même  10       =  —  =0,1:10         = =3 

'  10  100 

0,01;   10""^  =  — —  =0,  001  :  &  (i  Ton  prend  pour  7  des 

1000  '  ^  ^ 

fractions,  les  valeurs  de  y  pourront  être  indiquées  à  l'aide  de 

l'extradlion  des  racines;  ainfi  10'  ='»/^io  ;=  3,  161277  ÔCc. 

ICI.  Si  étant  donné  le  nombre  a  ,  on  peut  conclure  de 
chaque  valeur  de  :^ ,  celle  de  y;  réciproquement  ayant  pris 
pour  y  une   valeur    quelconque    pofîtive  ,   on   conçoit   qu'il 

exifte  pour  :{  un  nombre  convenable  pour  que  d;^=^;  cette 
valeur  de  :{  ,  en  tant  qu'elle  peur  être  regardée  comme  une 
fondion  de  y,  s'appelle  ordinairement  le  LOGARITHME 
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de  y.  La  théoi-le  des  logarithmes  fuppofe  donc  l'exiftence 
d'un  nombre  confiant  repréfenté  par  a ,  que  pour  cette 
raifon  on  appelle  h_Bafe  des  logarithmes.  Cette  bafe  une 
fois  choilie ,  le  logarithme  d'un  nombre  y  n'eft  autre  chofe 
que  l'expofant  de  la  puifiance  a^  égale  à  ce  nombre  y.  On  a 
coutume  d'indiquer  le  logarithme  du  nombre  y  de  cette 
manière  /y.  Conféquemment ,  û  û^=^,^=^  ly.  Il  s'en- 
fuit de -là  qile  la  bafe  logarithmique,  quoique  arbitraire, 
doit  cependant  être  plus  grande  que  l'unité  ,  &:  qu'il  n'y  a 
que  les  nombles  pofitifs  qui  puiiTent  avoir  des  logarithmes 
réels. 

103.  Ainfî,  quelque  nombre  qu'on  prenne  pour  la  bafe 
logarithmique  a,  /  i  fera  toujours  =  o;  car,  ii  dans  l'équa- 
tion a""  =y ,  qui  revient  à  celle-ci  l  =  iy  ,  on  fuppofey  ^==  i, 
on  a  i^  -  o.  Enfuite  les  logarithmes  des  nombres  plus  grands 
que  l'unité  feront  pofitifs  &C  dépendants  de  la  valeur  de  la 
bafe  a  ;  ainfi  /a  =  i ,  laa  :^=  i  ;  /  a^  -^  y,  la''  ==  4  ;  &c  ;  d'où 
l'on  peut  conclure  réciproquement  le  nombre  qu'on  a  pris 
pour  la  bafe  logarithmique;  c'efl  celui  dont  le  logarithme  --^  i. 
Les  logarithmes  des  nombres  plus  petits  que  l'unité,  &  cepen- 
dant pofitifs  feront  négatifs  ;  car  /  —  =  — ■  i '■,  ^~==  —  ^ '■> 
l  —  =  —  3  ;  &c  ;  quant  aux  logarithmes  des  nombres  néga- 
tifs, ils  ne  feront  point  réels,  mais  imaginaires,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué. 

1 04.  De  même ,  fi  /y  =  :{ ,  on  aura  /y  y  ==i:(;/y'^=3:{,& 
en  général  ly"  ~  ny;^  ou  ly"  ^=  "ly  ■>  ^  caufe  de  :{  =-^  ly. 
Donc  le  logarithme  d'une  puiiïance  de  y  eft  égal  au  loga- 
rithme àe  y  même,  multiplié  par  l'expolantde  la  puiiïlmce  ; 

par    conféquent    on    aura    l\^y  =  -7  1  ^^  T   ^JK'  ^  "I7~  "^^ 
ly     '  =  —  —  {y  5  ^i"^i  tics  autres  ;  d'où  il  s'enfuit  qu'étant 
donné  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque,  on   pourra 
EuLER  _,  Introduciion  a  UAnal.  infln.  Tome  l.  K 
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trouver  les  logarithmes  de  toures  les  puiirances  de  ce  même 
nombre.  Suppcfons  à  préient  deux  logarithmes  connus  ; 
fîivoir ,  /y  =  ■^^  &c  iv  =  X ;  puifque  y  =  a^  ,  &.  v  =  <3^ ,  nous 
aurons  /vy  =  x  -+-  ■^  —=  / v  -+-  /y.  Donc  le  logarithme  du 
produit  de  deux  nombres  eft  Ci^al  à  la  fomme  des  loga- 
rithmes des  fadteurs  ;  nous  aurons  de  même  /  —  =  ^  —  x  ,  =3 

ly—-lv\  donc  le  logarithme  d'une  quantité  fractionnaire 
ell  égal  au  logarithme  du  numérateur  diminué  de  celui  du 
dénominateur.  Ces  règles  fervent  à  calculer  les  logarithmes 
de  plulieurs  nombres,  lorfqu'on  en  connoît  déjà  quelques-uns. 

105.  D'après  ce  que  nous  venons  d'expo  fer  ,  il  eft  clair 
qu'il  n'y  a  de  logarithmes  lationnels  que  ceux  des  puilTances 
de  la  bafe  a  ;  car  li  un  autre  nombre  b  n'eft  pas  une  puif- 
fance  de  la  bafe  a  ,  fon  logarithme  ne  peur  être  exprimé 
par  un  nombre  rationnel  ,  le  logarithme  de  b  ne  fera  pas 
non  plus   un  nombre  irrationnel;  car  fi  on  avoit  Ib  ^=  {/  n^ 

on  auroit  auih  â^"  -  b\  ce  qui  eft  impofhble  ,  puilque  les 
nombres  a  &L  b  font  fuppofés  rationnels.  Or  ce  font  les 
logarithmes  des  nombres  rationnels  &  entiers  dont  on  a 
fui-tout  befoin  ,  parce  qu'ils  fervent  à  trouver  ceux  des 
fractions  &  ceux  des  nombres  f "urds.  Puifqu'aucun  nombre, 
loit  rationnel,  loit  irrationnel,  ne  peut  repréfenter  les  loga- 
rithmes des  nombres,  qui  ne  font  pas  des  puiftances  de  la 
bafe,  on  a  donc  raifon  de  les  rapporter  aux  quantités  rranf- 
cendantes  ;  &:  c'eft  la  caufe  pour  l.iquelle  on  a  coutume  de 
ranger  les  logarithmes  parmi  ces  dernières. 

\q6.  On  ne  peut  donc  obtenir  les  logarithmes  des  nombres 
que  par  approximation  au  moyen  des  fraclions,  décimales  ; 
&  ils  approcheront  d'autant  plus  d'être  exacts,  qu'ils  auront 
été  calculés  avec  plus  de  chiiFres  décimaux.  Il  fera  pofîible, 
de  cette  manière ,  d'avoir  à-peu-près  le  logarithme  de  tout 
nombre,   par  la   feule  extraction  d'une  racine  quarrée.  £n 

efî^ec,  puifqu'en  fuppofant  /^  1=  ^ ,  ôc  /y  =»  .v  ;  lyvy  =  - — -^  j 
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/î  le  nombre  propofé  b  tombe  entre  les  limites  a^  àc  a^ ,  dont 

\qs  logarithmes  font  2  &  3,  cherchez  la  valeur  de  a'  '  ou  a'i^a^ 

&  è  fera  renfermé  entre  les  limites  a'  de  a  ',oua  'ôCû^*' 
Quelque  foit  celui  de  ces  deux  cas  ,  qui  ait  lieu ,  en  prenant 
une  moyenne  proportionnelle  ,  on  rapprochera  les  limites , 
&  on  pourra,  en  continuant  ,  arriver  à  des  limites,  qui  n3 
foienr  pas  féparées  l'une  de  l'autre  d'une  quantité  donnée,  Se 
avec  lefqueiles  par  conféquent  le  nombre  propofé  è  pourra 
être  confondu  fans  erreur ,  &  comme  les  logarithmes  de 
chacune  de  ces  limites  font  donnés  ,  on  aura  à  la  fin  le 
logarithme  du  nombre  è. 

Exemple. 

Soit  la  bafe  logarithmique  ^  =  10,  qui  eft  celle  des  tables 
ordinaires,  ôc  propofons-nous  de  trouver  le  logarithme 
approché  de  5.  Comme  ce  nombre  eft  renfermé  entre  les 
limites  i  &:  10,  dont  les  logarithmes  font  o  &:  i  ,  on  procé- 
deia  de  la  manière- fuivante  à  l'extra£tion  des  racines,  ôc  on 
continuera  les  opérations  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  des 
limites  ,  qui  ne  différent  plus  du  nombre  propolé  5. 


J  = 
B  = 
C  = 
Z)  = 
E  == 
F  = 
G  = 
H  = 
/  = 
K  = 
L  = 


1,000000 

10,000000 

3,161277 

5,613413 

4,2I<3V(34 

4,869674 

5,048065 
4,958069 
5,001865 
4,980416 
4,9^1627 


lA  = 
IB  = 


o,   0000000 


foit 
I,  0000000;  C  =  \^  A  B 
/  C  ==  o,  5000000;  D  ==  y'  B  C 
ID  =  o,  7500000;  E  =  y  CD 
6250000;  F  =  y^DE 
6875000;  G=  i^DF 
7187500;  H  =  VFG 
7031150;  /  =  VFH. 
II  =  o,  6:.53îi5;-r  ==  K/// 
IK  =  o,  65)92187;  Z  =  v'IK 
6971656;  M=  \^KL 
6982421;  N  =^  VKM 
Kij 


lE  = 
IF  = 
IG  = 


IL  = 


7<3        Des    Quantités    exponentielles 

N  =  4,097141-  IN  =  o,  6987304;  0=  VKN 

0=  5,000051;  /O  -=  o,  6989745;  F  =  VNO 

'     P=  4,998647;  /P  =  o,  6988515;  Ç  =  ^/0P 

Q=  4,999350;  ^Ç=  o,  <^9S9i35;  P  =  JXOÇ 

i?  =  4,999701;  /R  =  o,  6989440;  S  =  ]/0R 

S  =  4,999876;  /5"  =  0,  6989591;   T  =  V  OS 

T  =  4,999963;  /r  =  o,  ^989668;  /^=  Kor 

/>"  =  5,ooûoo8;  //^=  o,   6989707;   /r=  i^TT 

JV=^  4,999984;  IW=  o,  6989687;  X  ^  vwv 

X  =  4^999997;  IX  ■s=  û,  6989697;  z  =  vvx 

Y  =■  5,000003;  lY  =  o,  6989701;  Z  «=  VXY 

X  =  5,000000;  /Z  =  o,  6989700; 

Ainfi,  en  prenant  des  moyennes  proportionnelles,  on  efl 
parvenu  à  trouver  Z  -=»  5,000000,  à  quoi  répond  le  loga- 
rithme cherché  0,698970,  en  fuppofant  la  bafe  logarithmique 

69897 


=  10.  Par  conféquent  10  100000  ^^  ^  à-peu-près.  C'eft  de 
cette  manière  que  Briggs  &C  Ulacq  ont  calculé 
Ja  table  ordinaire  des  logarithmes  ,  quoiqu'on  ait  imaginé 
depuis  des  méthodes  plus  expéditives  pour  les  trouver. 

107.  11  y  a  donc  autant  de  fyftêmes  difiérents  de  loga- 
rithmes qu'on  peut  prendre  de  nombres  difiérents  pour  la 
bafe  a  f  ic  conléquemment  le  nombre  de  fyltêmes  loga- 
rithmiques fera  infini.  Au  relie,  dans  deux  ryftêmes,  les 
logarithmes  d'un  même  nombre  ont  toujours  enn-'eux  un 
même  rapport.  Car  foit  la  bafe  d'un  fyftême  =  a  ,  celle 
d'un  autre  =  ^j  le  logarithme  d'un  nombre  n  dans  le  pre- 
mier =^j  dans  le  iecond  =  ^j  on  aura  a^  z=:  n  &i  i>^  ^=c  n , 

i_ 
donc  a^  ^è"^ ,  &c  a  =  è  P  '  Il  faut  donc  qre  la  fraclion  --  ait 
une  valeur  confiante,  qu-elque  nombre  qu'on  ait  pris  pour  n. 
Par  confisquent  Ci  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  ont  été 
calculés  pour  un  fyflême,  on  pourra  par  une  fimple  règle  de 
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Trois  obtenir  facilement  les  logarithmes  des  mêmes  nombres 
pour  un  autre  fyfteme.  Ainfi  les  logarithmes  pour  la  bafe  10 
étant  donnés,  on  pourra  trouver  les  logarithmes  pour  une 
autre  bafe,  par  exemple,  pour  la  bafe  z  ;  car  fuppofons  que 
le  logarithme  d'un  nombre ,  pour  la  bafe  2  ,  =  ^ ,  tandis 
que  Te  logarithme  du  même  nombre  v,  pour  la  bafe  10,  =^; 
puifque  pour  la  bafe  10,  /z  ==•  0,3010500,  &i  que  pour  la 
bafe    z,    /z    =    I  ,    nous  aurons  0,3010300   :    i  :  :  p  :  q. 

Donc  q  ^  —J{^  ==  3>3^r9^77  P-  Donc,  fi  on  multi- 
plie par  le  nombre  3,3219277  tous  les  logarithmes  ordi- 
naires, on  obtiendra  la  table  des  logarithmics  correfpondants 
pour  la  baie  z. 

108.  Il  fuit  dc-la  que  Us  logarithmes  de  deux  nombres  dans 
quelque  fyjicme   que  ce  foit  confervent  le  même  rapport. 

Car  loient  deux  nombres  M.  &  iV",  dont  les  logarithmes 

pour   la  bafe  a  foient  m  ^  n ,  on  aura  M  =  a"\^  N  =  a'^- 

m 
m  n  n  m  

Donc  a  z=z  M  ^^-  N  ,  &:  partant  AI  =>  N  "  ,  équation 
qui  ne  renfermant  plus  la  bafe  a  ,  fait  voir  ciaircnient  que 
la  fracflion  —  a  une  valeur  indépendante  de  la  bafe  a.  En 
effet,  foient  /^  &  >'  les  logarithmes  des  mêmes  nombres  Af 
&  iV^pour  une  autre  bafe  6  ,  on  en  conclura  pareillement  que 

M  =  N  ''  Donc  N"  =N  ^  àC^=^ou  m:n::/^:v  C'eft 
ainfi  que  nous  avons  déjà  vu  que  dans  tout  fvftême  de  loo-a- 
rithmes ,  les  logar.  de  différentes  puifTances  du  même  nombre, 
comme  y*",  &  y"  font  entr'eux  comme  les  expofans   m  :  n. 

109.  Ain(î,pour  conflruire  une  table  de  logarithmes  pour 
une  bafe  quelconque  a,  il  fuflit  d'avoir  calculé  par  la  méthode 
que  nous  avons  donnée  ci-delFus  ,  ou  par  une  autre  plus 
commode,  feulement  les  logarithmes  à^s,  nombres  premiers- 
car  les  logarithnies  des  nombres  compcfés  étant  é«^iux  à  la 
fomme  des  logarithmes  de  tous  les  facleurs ,  les  logarithmes 
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de  ces  nombres  fe  '  trouveront  par  la  feule  addition.  Par 
exemple,  les  logarithmes  des  nombres  3  &  5  étant  connus, 
on  aura  /15  =  /3  -+-  ^5  ;  ^45  =  ^/3  -+-  /5  ,  &  comme 
nous  avons  trouvé  pour  la  bafe  ^  =  10,  /5    —  0,(^985)700, 

§i  qu'en  outre  /10  effc  =  i  ;  nous  aurons  /  —  =  Ii  =  lio 

—  /5  ,  Se  par  conféquent  /2=1  —  0,(^989700  =  0,3010300. 
Or  les  logarithmes  des  nombres  premiers  2  &  5  une  fois 
trouvés  donneront  ceux  des  nombres  compofés  de  2  &  de  5  ; 
comme  4,  8,  16  ^  32,  (Î4,  &c  ;  20  ,  40  ,  80  ,  25  ,  50  ,  &c. 

iio.  Les  tables  de  logarithmes  font  du  plus  grand  ufage 
pour  abréger  les  calculs  numériques,  parce  qu'elles  font  con- 
noître  non  -  feulement  le  logarithme  d'un  nombre  donné, 
mais  auffi  le  nombre  qui  répond  à  un  logarithme  propofé. 
Ainfi,  fuppofons  que  c,  ^,  c,  f,  g^  /z,  repréfentent  des 
nombres  quelconques,  on  pourra,  fans  multiplication,  trouver 

la  valeur   de  cette  expreflîon   '^]  j,   \  car  le  logarithme  de 

cette  quantité  ■^=xlc-\-ld-+-~le  —  If  —  ~  Ig  —  f  ^>^  ;  & 
cherchant  le  nombre  qui  lui  correfpond  j  on  aura  la  valeur 
demandée.  Les  tables  de  logarithmes  font  fur -tout  d'une 
grande  utilité  pour  trouver  les  puillances  &  les  racines  les 
plus  compliquées ,  en  fubftituant  aux  opérations  ordinaires 
la  multiplication  6c  la  divifion. 

Exemple    I. 

On  demande  la  valeur  de  la  puiflance  2  ~^'  Son  loga- 
rithme étant  ==  -^  /2  ;  fi  l'on  multiplie  le  logarithme  de  z 
pris  dans  les  tables  ,  qui  eft  0,3010300,  par  /j,  c'eft  à-dire, 

par  YH--rrJ  ^^  trouvera  /2  '*  =  0,1756008;  logarithme 
auquel  répond  le  nombre  1,498307,  valeur  approchée  2  '** 
Exemple    IL 
Si  le  nombre  des  habitans  d'une  province  s'accroît  tous 
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les  ans  d'un  trenrieme,&:  qu'il  y  ait  au  commencement  t  00000 
habitans;  on  veut  lavoir  combien  il  y  en  aura  au  bout  de  100 
ans.  Soit,  pour  abréger,  le  nombre  donné  des  habitans  =  /z, 
de  forte  que  n   -^  looooo;  au  bout  d'un  an  le  nombre  des 

habitans  fera  =  (^i-t-  —  "^/2  =  —  «:  au  bout  de  deux  ans 

s=  r  —  ^  /z ,  au  bout  de  trois  =  f  —  j  n\  &c  enfin  au  bout 

100  .         100 

de  cent  ans  =  (  —  ^      n  =  (-^^       1 00000.  Le  logarithme 

de  ce  dernier  nombre  ==  100  /—-4-/100000.  Or /  — =  /3  i  — 

30  30         -^ 

/30  =  0,0  4140439;  donc  100/  — r=:  1,4140439,  ajou- 
tant /100000=  5  ,  le  logarithme  du  nombre  cherché  des 
habitans  —  6,4140459,  auquel  répond  le  ncmbre  =  1654(^74. 
Donc  au  bout  de'  cent  ans  le  nombre  des  habitans  fera  plus 
de  vingt-fix  fois  &.   demi   plus  confidérable. 

Exemple    III. 

La  terre  ayant  été  repeuplée  après  le  déluge  par  fîx 
hommes  ;  fuppolons  qu'au  bout  de  deux  cens  ans  le  nombre 
des  hommes  fe  foie  élevé  à  1 000000,  on  demande  de  quelle 
partie  il  a  dû  augmenter  tous  les  ans.  Suppofons  que  pen- 
dant ce  temps  le  ncmbre  des  hommes  fe  foit  accru  tous  les 

ans  de  --  >  le  nombre  des  hommes  pendant  deux   cens  ans 

r  >     rr-  '    v    /^i-^--^\'°°  .  j.    ^ 

lera  necellairement  monte  a  (  — ^j      6=1000000,  d  ou 

1,              .           I  -(-  .1:            /  1000000  \  TcTô       Tp\                f   1  -i-  X  I          ,    lOOOOOO 

on  tire  =(  — -. —  )        *  Donc  / =   —  /  — 

a;  \         6         /  X  200  6 

== — •  5,1118487  =  0^0161091  ;  conféquemment  — "til, 
=  -°--^-'-  &  loooooo  =  61965  X.  Donc  x  =  16  environ. 

lOOOODO  ^      -^ 

Ainii,  pour  une  aufll  grande  population,  il  auroic  fallu  que 
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le  genre-huiTicUa  fe  fût  accru  tous  les  ans  d'un  feiz'eme  ;  ce 
que  la  durée  de  la  vie  des  premiers  hommes  rend  vraifem- 
bLible.  Si  la  même  augmentation  eût  contiiiué   d'avoir  lieu 
pendant  400    ans ,    le    nombre    des    hommes    tut   monté   à 

1 000000.  =   166666666666.    Ce  nombre   d'habitans 

o 

eft  Cl  confidérable ,  que  toute  la  terre  n'eût  pas  fuffi  pour 
les  nourrir. 

Exemple    I  K. 

Si  le  nombre   des   hommes   eft  doublé   à  chaque  fiecle  $ 
quel  eft  l'accroilTement  annuel  ?  Suppolons  que  le  nombre 

des  hommes  fe  foit  accru  tous  les  ans  de  fa  partie  —  >  Se 

qu'au  commencement  le  nombre  des  habitans  ait  été  =  ^  ; 

100 
au  bout  de   cent  ans  il  fera  =  (^irtJl^'N       /z ,  lequel    devnnt 

I  _ 

être  =   2    /z  ,    donnera   l'équation  =   z  '°°    6c  / '- 


=  144  environ.  Il  fuffit  donc  que  le  nombre  des  hommes 
ait  aucmenté  tous  les  ans  de  — •  On  voit  par-là  combien  'ont 

ridicules  les  objections  de  ces  incrédules,  qui  nient  que  toute 
la  terre  ait  pu  être  peuplée  en  fi  peu  de  temps  par  un  feul 
homme. 

III.  L'ufage  des  logarithmes  eft  particulièrement  efTentiel 
pour  réfoudre  les  équations  ,  dans  lefquelles  l'inconnue  fe 
trouve  en  expofant.  Si ,  par  exemple  ,  on  arrive  à  l'équa- 
tion a  =  i>  ^  d'où  il  faille  tirer  la  valeur  de  l'inconnue  x  ; 
on  ne  pourra  y  parvenir  qu'en  employant  les    logarithmes. 

En  effet,  puifque  a    =b,    on  aura  la^  =  xla  =«  Ib ^  ôC 

partant  x  =  t—  Au  relie,  il  importe  peu  ici  dequel  fyftéme 

de  logarithmes  on  fe  fervira ,  puifque  dans  tous  les  fyftêmes 

les 
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les  logarithmes  des  nombres  a  èc  S  ont  toujours  entr'eux  un 
même  rapport. 

£  X   E   M   P   L   E      I. 

Si  un  nombre  d'hommes  augmente  tous  les  ans  de  fa 
centième  partie ,  on  veut  (avoir  après  combien  d'années  le 
nombre  en  fera  décuple.  Suppofons  que  ce  foit  après  x 
années ,  &  que  le  nombre  des  hommes  au  commencement 

ait  été  =  n;  après  x  années  ,  il  fera  (  —  ')  ^i  lequel  devant 
être  lo/z,  donne  l'équation /"—j  =  lo  ,  Sc  par  conié- 
quent  x/ —  =  /lo,  Se  x  =  , r— -  ;   a  ou  ion  con- 

dl  0000000  T^  I  ..     J 

ura  X  = =  2^1.   Donc  au   bout  de  231  ans.  un 

nombre  d'hommes ,  dont  l'accroiflement  annuel  eft  de  fa 
centième  partie,  devient  dix  fois  plus  grand  ;  au  bout  de  ^6z 
ans  il  fera  devenu  cent  fois,  èc  au  bout  de  693  ans,  mille 
fois  plus  grand. 

Exemple     IL 

Un  particulier  doit  400000  florins,  dont  il  èfl  convenu 
de  payer  tous  les  ans  l'intérêt  à  5  pour  cent;  il  acquitte 
tous  les  ans  25000  florins;  on  demande  après  combien 
d'années  fa  dette  fera  entièrement  éteinte.  Ecrivons  a  pour 
la  fomme  due  400000  fl.  &  ^  pour  la  fomme  25000  fl.  payée 

tous  les  ans  ;  il  devra  donc  au  bout  d'un  an  —  ^z  —  6  ■   au 

'  100  ' 

bout  de  deux  ans  ('  —  ^  a.  —  {  —^  b  —  b\   au   bout  de 
\  100  /  \.  100  / 

trois  ans  f  iil  V  a— i'-^^S  b  —  ('21\b  ~-b;  ^^n  mettant, 

\  100/  \  lOD  /  \   100  / 

pour  abréger, /î  au  lieu  de  — ^  ,  il  refiera  dû  après  un  nombre  jc 

d'années  n"  a  —  /z'"""'  b  —  n~^b  —  /z*;~-^'iji.^.  .2V-V-.'iU^^ 
Eui-£R ,  Introduciion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.  L 


iili^ 
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«/z^'û  —  i^(i-4-/2-4-/2^H- -\-n^~')'  Mais  comme 

par  la  nature  des  progreffions  géométriques  i-^-n-^-n  -t- 

^x^ji  =  \  après  x  années,  il  lera  du/z  ^  — n., 

„_i  '    '^  1  —  1 

quantité ,  qui  égalée  a  zéro  donnera  cette  équation  n   a^ 

X  X  X 

;  ^  — ^^  r.n  (/;  —  i)«    <2  = /z    i^  —  b^   &    pat    conlcquenC 

n  —  I 

^      -V         ,      „       *  i  1,     ^  /i— /[/.  — (n  — O"]- 

(^-;za-+-a)/z  =^,&;z  -,-(.-0.'^^"^'=— /. 
mais,   puifque  a  =  400000,  b  =3  25000,  n   =  — ;   ^^ 
aura  (;z  —  1)  a=  10000,  &^— (/z—  i)a  =  5000,  &:  le 
nombre  x  d'années,  après   lequel  la  dette  eft  entièrement 
^ceinte  —  /_iiy°  -  ^  ^QOQ  ^  _L_i.  ^  6_q8ç^°^  .  Jonc  x  fera  un 


100 


peu  moindre   que  33;  c'eft-à  dire  qu'au  bout  de   33   ans  , 
la  dette  fera    non -feulement  acquittée,   mais  le    créancier 

r                  j            j       U     —  i/  ,          33            C^^'l       5o°o  —  25000 
lera  tenu  de  rendre  ^ •  ^ ^^  \z=  ^  ^°^ — 

n —  I  j_  ""> 

1  o 

100000^"'^    —  500000  florins.   Or /—=  0,011 1892991  ; 

part  conféquent /Tîl'j    =  0,69924687;   &  /100000  (  — )    ' 

=  5,6991469;  à  quoi  répond  le  nombre  500318,  8;  donc  au 
bout  de  33  ans  révolus  le  créancier  doit  rendre  318^  florins, 

1 1  2.  Les  logarithmes  ordinaires  calculés  pour  la  bafe  =10, 
outre  l'ufagequi  leur  ell:  commun  avec  tous  les  autres,  jouifl^enc 
dans  l'arithmétique  décimale  d'un  avantage  particulier,  & 
méritent  par  cette  raifon  la  préférence  fur  ceux  des  autres 
fyfliêmes.  En  efl"et,  les  logarithmes  de  tous  les  nombres, 
excepté  les  puiflances  de  10,  étant  exprimés  en  décimales, 
les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  i  &  10  feront 
renfermés  entre  o   &    i ,    ôc    ceux   des    nombres   contenus 
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entre  10  &  100  feront  compris  entre  i  &  1;  ainfi  de  fuite. 
Chaque  logarithme  eft  donc  compofé  de  deux  parties  ;  la  pre- 
mière ert  un  nombre  entier,  £c  le  nomme  Caractéristique, 
&  la  féconde  eft  une  fraction  décimale.  La  caractérilVque 
eft  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  de  chifÎTes  donc 
chaque  nombre  eft  compofé;  ainfi  le  logarithme  de  78509 
aura  4  pour  caracftériftique  ,  parce  que  ce  nombre  eft  com- 
pofé de  5  chifFres  ou  figures.  On  verra  donc  fur  le  champ 
à  rin(pe(£tion  d'un  logarithme  de  combien  de  chiffres  eft 
compofé  le  nombre  correfpondant.  Par  exemple ,  le  nombre 
auquel  appartient  le  logarithme  7,5804631  renfermera  8 
fissures. 

113.  Si  deux  logarithmes  fe  conviennent  par  leurs  parties 
décimales ,  &  ne  différent  que  par  la  caractériftique ,  les 
noi-nbi-es  cnrrefpondants  feront  entr'eux  comme  une  puifflince 
de  10  à  l'unité;  &c  s'accorderont  par  les  figures  dont  ils  font 
eompofés.  Par  exemple,  les  logarithmes  4,9130187,  èc 
(^,9130187  appartiennent  refpe6tivement  aux  nombre  818^0, 
6c  8185000;  le  logarithme  3,9150187  répond  à  8185,  &  le 
logarithme  0,9130187  au  nombre  8,185.  ^^  feule  partie 
décimale  fera  donc  connoîrre  les  chiffres  qui  compcfent  le 
nombre  ;  la  caractériftique  indiquera  le  nombre  des  chiffres 
entiers  qu'on  doit  féparer  fur  la  gauche,  &  les  autres  fur  la 
droite  exprimeront  des  décimales.  Par  exemple ,  dans  le 
logarithme  2,7603429,  la  partie  décimale  annonce  les 
chiffres  5758945,  èc  la  caracîériftique  2  fait  voir  qu'il  faut 
prendre  la  quantité  575,8945.  Si  la  caractériftique  écoit  o, 
le  nombre  correfpondant  feroit  5,758945  ;  fi  elle  étoit  —  i  , 
le  nombre  feroit  dix  fois  plus  petit  &c  ^=  0,5758945  ;  &L  à 
la  caractériftique  —  2,  répondroit  le  nombre  0,05758945  &;c. 
Au  lieu  des  caradériftiques  —  i,  —  2  ,  —  3  ,  &c  on  écrit 
ordinairement  9,  8,  7  &c,  &:  on  ne  perd  pas  de  vue  que  ces 
logarithmes  doivent  être  diminués  d'une  dixaine.  On  trouve 
tout  cela  expliqué  fort  au  long  dans  les  Introductions  aux 
Tables  des  Logarithmes. 
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Exemple. 

Si  la  progreffion  2,  4,  16^  ^^6,  &c.  dont  chaque  terme 
efl  le  quatre  du  précédent,  eft  continuée  jufqu'au  vingt- 
cinquième  terme  ;  on  demande  la  grandeur  de  ce  dernier 
terme.  Il  fera  plus  commode  d'exprimer  les  termes  de  cette 

progrefTion  par  des  expofans, de  cette  manière  i  ,2  ,2  ,2  ,  &c. 
Il  eft  évident  que  les  expofans  forment  une  progreflîon  géo- 
métrique ,   ôc   que    celui    du   vingt -cinquième    terme    fera 

2  =  1^777216;  de  forte  que  le  terme  cherché  =  2  '^ 
Son  logarithme  fera  donc  =  1 6777  2 1 6  /  2  ;  &  comme  /2=0, 
30i029<;956539Si  195  ,  le  logarithme  du  nombre  demandé 
fera  =  5050445,  259733(37;  dont  la  caradlériftique  nous 
apprend  que  le  nombre  en  queftion  exprimé  de  la  manière 
ordinaire  fera  compofé  de  5050446  chiffi-cs.  La  partie  déci- 
male 2-59733675932  cherchée  dans  la  table  des  logarithmes 
donnera  les  premiers  chiffres  du  nombre  demandé  ,  qui 
feront  1S1858.  Quoique  ce  nombre  ne  puifle  aucunement 
être  exprimé,  au  moins  eft-il  certain  qu'il  èft  compofé  de 
5050446  chiffres,  &  que  les  fix  premiers  font  181858  ,  lef- 
quels  doivent  être  encore  fuivis  vers  la  droite  de  5050440 
autres ,  dont  quelques-uns  pourroient  être  déterminés  avec 
des  Tables  de  logarithmes  plus  étendues  ;  c'eft  ainfi  qu'on 
trouveroit  pour  les  onze  premiers  chiffres  18185852986. 


CHAPITRE     VII. 

Du    Développement    des     Quanti i es    exponentielles 
&   l'jgaritkmiques  en   Séries. 

114.  Puifqu'on  a  a°  =  i  ,  &  qu'à  mefure  que  l'expofant 
de  a  augmente,  la  valeur  de  la  puiflance  augmente  auili , 
pourvu   que  a   foit   un  nombre  plus   grand  que   l'unité  ;  il 
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s'enfuit  que  Ci  l'expofant  furpade  infiniment  peu  zéro  ,  la 
puifumce  furpaflera  l'unité  auffi  infiniment  peu.  Soit  «  im 
nombre  infiniment  petit ,  ou   une  fra(ftion  fi  petite,   qu'elle 

diffère  infiniment  peu  de  zéro,  on  aura  a  ==  i  -+-4,4  étant 
un  nombre  infiniment  petit  ;  car  il  eR:  conftant  par  le  Chapitre 
précédent,  que  fi  4  n'écoit  pas  infiniment  petit,  w  ne  pourroit 
pas  l'être  non  plus.  4  fera  donc  ou  =  «,  ou  >»  w,  ou  <r  &> , 
rapport  qui  dépendra  toujours  de  la  valeur  de  la  lettre  a. 
Comme  ce  rapport  eft  encore  inconnu,  faifons  4  =  >^'m,  de 

manière  que  a"  ^=  i  ■+•  Ac,  ;  Ci  nous  prenons  a  pour  la  bafe 
logarithmique ,  nous  aurons  «  =  /  (  i  -+-  A  «  ). 

Exemple. 

Pour  faire  voir  plus  clairement  comment  le  nombre  k 
dépend  de  la  bafë  iz;  fuppofons  ^  =  io,  &:  cherchons  au  moyen, 
des  tables  ordinaires,  le  logarithme  d'un  nombre  qui  excède 

de  très-peu  l'unité,  par  exemple,  celui  de  i  -4-  ■ — ^ — .de 

*  '■  ^  1 000000  ' 

manière  que   ka>  =3  — ? —  ;  nous  trouverons  /  (  i  -4- 

T  ICOOOOO  '  \ 


1 000000  y 
;  loooooi  TPv     \     r       i       > 

s=  /  -^    —  =  0,0000004^419  =  w.    Donc  a   caule  de  ka> 
1000000  '^■'^  ■' 

I  43429    0       7  looooo  o    r\ 

=  0,00000100000,-7-=»  -^ — ^&  A  =  ■ ±=  2,îoiç8.-On 

'  'A  looooo  43419  -' 

voit  par-là  que  k  eft  un  nombre  fini  dépendant  delà  valeur  de 
la  bafe  a\  car  fi  nous  eufiions  pris  un  autre  nombre  pour  la 
bafe  a^  le  logarithme  du  même  nombre  i  -}-  A:«,  auroit  eu 
un  rapport  donné  avec  le  premier,  &  il  en  feroic  réfulté  une 
autre  valeur  pour  k. 

1 1 5.  Puifque  a""  =  i  -+-  A:  «  ,  on   aura  a"  =  {  \  -^  ku>)\ 

1  œ 

quelque  nombre  qu'on  prenne  pour  /.  Donc  a     =  i  H-  i.  A  w 

I 

-+-   &:c.  Si   l'on   fait  i 
s=  -,   &:  que  :(  repréfence   un  nombre  quelconque  fini,  à; 
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caufe  de  «  infiniment  petit ,  i  deviendra  un  nombre  infini- 
ment grand ,  &:  par  conféquent  w  =  4 ,  étant  une  fraction 
dont  le  dénominateur  eft  infini ,  fera  une  quantité  infiniment 
petite  ,  telle  qu'elle   a  été   fuppofée.   Écrivons   donc  —  à   la 

place  de  w  ,  &:   nous  aurons  a    =^i-f--i>   3E=:i-f-— /::( 

I.      ai         "^     1  I.    21.         3:  1.    2/.        32.  41 

^^-  &c  ;  équation ,  qui  fera  vraie  ,  fi  Ton  prend  pour  i  un 
nombre  infiniment  grand  ,  &  alors  k  fera  un  nombre  déter- 
miné dépendant  de  la  valeur  de  a ,  comme  nous  venons  de 
le  voir. 

116.  Comme  /  eft  un  nombre  infiniment  grand;  il  s'en- 
fuit que  '  ~  -  =  I  ;  car  il  efl  évident  que  plus  le  nombre 
qu'on  fubftituera  à  i  fera  grand ,  plus  la  valeur  de  la  frac- 
tion '-^^  approchera  de  l'unité  ;  donc  fi  i  eft  un  nombre 
plus  grand  qu'aucune  quantité  affignable  ,  la  fradion  -^-^ 
égalera  l'unité.   Par  une    raifon  femblable  ;  '-j^  =  i  ;  '-^ 

=  I  £cc.  Concluons  de-la  que  -^  =  7  ;  — -^  =  7;  — j-  =t> 
ainfi  des  autres.  Ces  valeurs  étant  donc  fubftituées ,  il  ea 
réfultera  a^  =  i  -4-  ^^  -H  J^  +  ^'  -+-  -^l^  +  &c.  à  l'in- 

I  1.2  i.a.3  !•*•  1'4 

fini.  Cette  équation  exprime  en  même-temps  la  relation  entre 
les  nombres  a  &  >^;  car,  en  fuppofant  :j  =--  i ,  on  aura  a=  i 

-4-  :i.  -+-  JL -I-  _L_-4-  — ^ h  &:c,  &  pour  que  a=  10,  il 

I  1.2  1.2.3  '•  ^-  3-  4 

faut  que  /c  foit  environ  =  1,30158;  comme  nous  l'avons 
trouvé  ci  delTus. 

117.  Suppofons  b  r=  a",  en  prenant  le  nombre  a  pour  la 
bafe  logarithmique ,  nous  aurons  Ib  =.  n;  àL  puifque  b   = 
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«   ^,  nous  obtiendrons  par   une  férié;  infinie  b    =i  -f- -JLi 
-h  ill-il-h  ^liL-l_  -4-  &:c  ,  &  en  écrivant  Ib  au 


I.     2  i.a.  3  I.  i.  3.4 

lieu  de  n,b^  =i-ir  ^'  Ib  -\-  -^  {Ib)   ^-    £-il  (Z/^)'   h- 
I  I.    2  I.  2,  3 

JLS—  (Ib)    -H  &;c.  Ainfi,  la  valeur  de  la  lettre  k  étant  une 

1.2.3  4 

fois  connue  par  celle  de  la  bafe  a,  une  quantité  exponen- 
tielle quelconque  b  pourra  être  exprimée  par  une"  férié  infi- 
nie ,  dont  les  termes  marchent  fuivant  les  puiflànces  de  r. 
Cela  pofé ,  faifons  voir  à  prêtent  comment  \qs  logarithmes 
peuvent  être  développés  en  fériés  infinies. 

118.  Comme  a"  =  i  -4- Am,«  étant  une   fraction  infini- 
ment petite ,  &;  que  la  relation  entre  <z  &  /t  eft  donnée  par 

cette  équation:  a=  \  -\- — h -f- H  &;c  ;    en   ore- 

!  1. 2  1. 2. 3  '  r 

nant  a  pour  la  bafe  logarithmique,  nous  aurons  «  =  /(  i  _f-^  ^^  ) 

&:   iu  =  l{i  -Jr-  k  c^)   •  or  il  eft  vifible  que  plus  le  nombre 

fubftitué  à  i  fera  grand,  plus  la  puilTance  (i-{-A:w)'  fur- 
paiïera  l'unité,  &  qu'en  faifant  z  =à  un  nombre  infini,  la 

valeur  de  la  puiflance  (  i  H-  yt«)    s'élèvera  au-deiïus  de  l'unité. 

Donc  fi  l'on  fuppofe  (  i -f- ^«)  --  i  H-.v,  on  aura /(i -+-x)=: 
iui.  Il  fuit  de  la  que  le  nombre  /»,  étant  fini ,  puifqu'il  eft  le 
logarithme  du  nombre  i-t-  jc, /doit  être  un  nombre  infiniment 
grand;  car  autrement  i u,  ne  pourroit  avoir  une  valeur  finie. 

I 

119.  Ayant  fait   [\-k-k^)'  z=\  -^.v;  n-Aa=  (i  -^xy^ 

&Â:«=  (i-hx)  i  —  i;d'oii/«=-[(H-x)~ — i].  Orza=: 

I 
/(H-  x);  donc/(i-+x)  =:-i(n-x)'^  — -^,  /étant  fuppofë 
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infiniment  gi-and;  mais  (i -h  x)   '   =a  i  -4-  4-  x —  -j^^-j —  x' 

/.     2/.  3  :  i.    z  z.       3  «  4i  ' 

caufe  de  /'  infiniment  srand  — .-  =  -;  — ~^  =  -;  -''~  ■  =s 

-'- Sec.    Donc /(i -T- x)' = /-{-    -  —  — -f-- — "^ hScc.ôC 

4  ^'  1-34  ' 

par  conTéqneht  /(  i-4-x)  =  -^  f—  —  ~  -+--^ —  -^  ^c.  j  ;> 

a  étant  toujours  la,  bafe  logarithmique ,   Se    k    défignànt  le 
nombre 'relatif  a  cette  bafe ,  de  manière  qu'on  ait  l'équation 
:    k         k-  Aï 

a  =  I  H 1 \ \~  &CC. 

I         1.2        1.2.3 

120.  Puifque  nous  avons  trouvé  une  férié  égale  au  loga- 
rithme du  nombre  i  -{~Xy  nous  pourruus  à  Cou  aide,  la  baie  a 
étant  donnée,  repréfenter  la  valeur  du  nombre  k.  En  effet, 
fuppolons  I    -H  X  ==  a  ,  à.  caufe  de  la  =  i  ,   nous  aurons 

k  \   i  2  3  4  y 

par  conlequent  k  = ^ ■+■ ^ ^ -+-  &cc 

r  M  125  4 

Série  infinie  ,  dont  la  valeur,  en  faifant  <a=  10,  devra  êtra 
à-peu-près  =  2,30158  ,  quoiqu'il  foit  difficile  de  concevoir 

que    2,30158  =  —  —  —  '\~ — h&c;   parce    que  les 

termes  de  cette  férié  vont  toujours  en  augmentant ,  &  qu'il 
ne  fufiic  pas  par  conféquent  d'en  calculer  quelques-uns  pour 
en  obtenir  une  valeur  approchée.  Nous  remédierons  tout-à- 
l'heure  à  cet  inconvénient. 

121.  Si/(i-+-3c)  —  j(^Y  —  ~  -^- &c.  j  ;  en  faifant  x 

,  /(i  —  x)  =  —  j  (^  -I-  ^  -^  y  -+-  &c.)  ;  &  ôtanc 


I-i-X 


négative 

la  féconde  fuite  de  la  première  ;/(i-i-x)  —  /(i — xj  —  /  j-37  = 

I 
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—  { \ i 1 h  bec.  ).   ooïc  maintenant =  ^  . 

*:\13Î7  /  I  —  X 

de  manière  que  x  ==  ^-^— - ,  à  caufe  de  /<z  =  i  ,  k  = 
2  ('lui  H — /-^^!  -t-  ^*' ~  '  ■  -^  &LC.  ^  ;  équation  qui  donne 
la  valeur  du  nombre  A ,  lorfqu'on  connoît  celle  de  la  bafe  a. 
Ainlî  en  faifant  a  =  10.  on  aura  k  =  x  ( ~  H — ^ — H-  — ^ — 

-H  -^—  -+-  2cc.V  férié  alfez  convergente,  pour  qu'on  en 
puifle  tirer  proniptement  la  valeur  approchée  de  k. 

112.  Comme  on  peut  prendre  à  volonté  la  bafe  a  pour 
établir  un  fyitême  de  logarithmes,  nous  pourrons  la  prendre 
telle ,  que  k  devienne  =  i .  Suppofons  donc  A  =  i  ;  la  férié 
trouvée  ci-deiïus  ,  art.  \\G)  deviendra  ^  =  i  -+-  —  -H 1 î— 

-+r — î H&Cjdontles  termes  convertisen décimales, Se ajou- 

;  I-2-  3-4  '       ' 

tés  donnent  pour <2  cette  valeur  1,71828181 845  9045  2  3  5  3  <jo 2 8, 
dont  le  dernier  chiffre  efb  encore  exacb.  Les  logarithmes 
calculés  fur  cette  bafe ,  s'appellent  Logarithmes  naturels  ou 
hyperboliques ,  parce  qu'ils  peuvent  repréfenter  la  quadrature  (q\ 
de  l'hyperbole.  Au  refte ,  pour  abréger  nous  défîgnerons 
conilamment  ce  nombre  1,718181828459  &c.  par  la  lettré  e ^ 
qui  indiquera  par  conféquent  la  bafe  des  logarithmes  naturels 
ou  hyperboliques,  à  laquelle  répond  la  valeur  de  A:  -i; 
c'eft-à-dire,  que  cette  lettre  e  exprimera  la  fomme  de  la 

férié  1  -\ 1 1 — -i-         h  ôcc.  continuée  à  l'infini. 

I        1.2       1.  -,.  3       1. 2. 3.4 

123.  Telle  eft  donc  la  propriété  des  logarithmes  hyper- 
boliques, que  celui  du  nombre  i  -}-  «  =  w  j  «  lignifiant  une 
quantité  infiniment  petite,  &,  comme  en  vertu  de  cette 
propriété,  /c  -  i  ,  on  pourra  obtenir  les  logarithmes  hyper- 
boliques de  tous  les  nombi  es.  Ainfi ,  en  écrivant  e  à  la  place 

du  nombre  trouvé  ci-dcfflis ,  on  aura  toujours  c   =  i  -\~  ~ 
EuLfiR,  Introdiiciioîi  a  lAnal.  Itijln.  Tome L  AI 
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•+•- — I f h  &c.  Quant  aux  lojrarithmes  hyper* 

1.2        I.  2.  3        1.2.3.4  ^  b  ;r 

boliques ,  on  les  calculera  au  moyen  des  fériés  /(i  -+-  x) 

2  3  4  s  '  I —^  I  3  î 

-4-  —  -i-  —  H-  &;c  ;  lefquelles  feront  très  convergentes,  G. 

l'on  prend  pour  x  une  fraélion  très -petite.  Ain  fi  avec  la 
dernière  férié  on  trouvera  fans  peine  les  logarithmes  des 
nombres,  qui  ne  font  pas  beaucoup  plus  grands  que  l'unité. 

En  effet,  en  faifant  x  =*  }    on  aura  /4  =  /-f  = 1 —, 

-4-  — 1 — h  &c  :  en   faifant  x  =  4  ,"  on  trouvera  / 1 

s=  —  H —^  H ^  +  -^  -h.  êcc  ,  6c  en  faifant  x  =1  4  »  on 

1.7         3.7'  5-  7'         7-  7'  * 

obtiendra  pareillement  /i-  =_  ^   -^  ^  _<_   /^    -1 — ^  -t-  ccc. 
r  -t        1.9       3.9'        5.9'       7.97 

Or  les  logarithmes  de  ces  fractions  feront  trouver  ceux  des 
nom.bres  entiers  ;  car  par  la  nature  des  logarithmes  l~  -+- 
/1  =  /1  ;  alors  /|  -+-  /2  =  /3  ,  &  i/i  =  /4.  Enfuite 
/1  ^/4=,  /5;  /2  -t-  /3  =/(î;  3/2  =/8i  1/3  =/9,  & 
/1  -^/5  =/io. 

Exemple. 

Voici  calculés  d'après  ces  principes  les  logarithmes  hyper- 
boliques des  nombres  depuis  i  jufqu'à  10. 

/  1=0,  0000000000000000000000000 
/2=0,  6931471805599453094171321 
/  3=1,  098612x8866810969139^2452 
/  4=1,  3862943611198906188344642 
/5=1,  6094379124341003746007593 
/  ^  =  I,  7917594^92280550008124773 
^7=1»  94^910149055^133051054^39 

/  8  e=  2,  0794^15416798359282516964 
/9=2,  I972245773362I938279O4905 
/  10  =  2,  3O2585O92994O45684OI799I4. 
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J'ai  déduit  tous  ces  logarithmes  des  trois  fériés  précédentes 
excepté   /7,   que    j'ai    calculé    de    cette    manière  :    j'ai   fait 

dans    la    dernière    férié    x    =  —  8c    j'ai    obtenu    /-—  = 

/—  =3^  0,0101017073175194484078230,  lequel  étant  fouf- 

49 
trait  de/50  =  z/5-l-/2  =3,91 1023005428  1460  58  (J 1875  08  , 

donne  pour  refte  /49,  dont  la  moitié  donne  /7, 

1 24.  Faifons   le    logarithme    hyperbolique  de  i  -t-  x  ou 

/(  I  -4-x)  =y ,  nous  aurons  y  ==  — ^        T  '~' 

Prenons  à  préfent  le  nombre  a  pour  la  bafe  logarithmique, 
&  foit  dans  cette  hypothefe,  =  v  le  logarithme  du  même 
nombre  i  -f-  x,  nous  aurons,  comme  nous  l'avons  vu ,  v  = 

^rf._iLH-^-— H-&c.W^.Donc   k  =^;  ce  qui 

fournit  un  moyen  très -commode  de  déterminer  la  valeur 
de  k  correfpondante  à  la  baie  a ,  puifqu'elle  fe  trouve  égale 
au  logarithme  hyperbolique  d'un  nombre  quelconque,  divifé 
par  le  logarithme  du  même  nombre  formé  fur  la  baie  a. 
Ainli ,  en  fuppolant  ce  nombre  ==2  a ,  on  aura  v  =  i ,  êc  par 
conféquent  k  «=  au  logarithme  hyperbolique  de  la  bafe  a. 
Donc  dans  le  fyftêmie  des  logarithmes  ordinaires,  oii  a=  10 , 
/c  fera  =  au  logarithme  hyperbolique  de  10  ,  ou  A  = 
2,3025850929940456840179914;  valeur  dont  nous  avions 
déjà  approché  d'afTez  près.  Si  donc  on  divife  tous  les  loga- 
rithmes hyperboliques  par  ce  nombre  A:,  ou  ce  qui  revient 
au  même  ,  il  on  les  multiplie  par  la  fraction  décimale 
0,45419448190325182765112.89,  on  aura  les  logarithmes 
ordinaires  ,   qui  conviennent  à  la  bafe  a  =  10. 


125.   Puifque  e^  =  i-h--i ^   H ~ 

^  1  I  I.  2         I.  2 


^•3 


on 


fuppofe  a    =e   ;  on  aura,  en  prenant. les  logarithmes  hyper- 
boliques, ^/a  =  :j ,  à  caufe  de  /e  =  i.  Cette  valeur  fubfti- 

tuée  a  7  donnera  a    ==  i  -^ h  "— ^^ — -  H-  -^ — -  -4-  &c. 

«•  II.  2  1.2. 3 

Donc  une  quantité  exponentielle  quelconque  peut  être  con- 

M  ij 
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vertie  en  une  férié  infinie,  à  l'aide  des  logarithmes  hyper- 
boliques; mais  auffi,/  défignant  un  nombre  infiniment  grand, 
les  quantités  exponentielles  &c  les  logarithmes  peuvent  être 

i 

repréfentés  par  des  puiffànces.  En  effet,  <r    ==  ri-4--y^  ,  & 
par  conféquent  a    =  \  i  -+-^^J  i  d'ailleurs,  on  a  pour  les 

logarithmes  hyperboliques  /  (  i  -+-  x)  =  /'  f  (  i  -f-  x)  '  —  il 

Au  furplus  ,  l'ufage    des  logarithmes  eft    démontré  plus  en 
détail  dans  le  calcul  intégral. 

CHAPITRE       VIII. 

Des  Quantités  tranfcendantes  qui  naijpnt  du  Cercle, 

1x6.  Après  la  confidération  des  logarithmes  2c  Aes  quan- 
tités exponentielles  ,  vient  celle  des  arcs  de  cercle,  &  de 
leurs  finus  &;  cofinus  ,  tant  parce  qu'ils  forment  une  autre 
efpece  de  quantités  tranfcendantes ,  que  parce  qu'ils  déri- 
vent des  quantités  logarithmiques  mêmes  &  des  quantités 
exponentielles ,  lorfqu'elles  renferment  des  imaginaires ,  ce 
qu'on  verra  plus  clairement  ci-après. 

Suppofons  donc  le  rayon  du  cercle  ou  le  finus  total  =  i  , 
il  paroît  alTez  clair  que  la  circonférence  de  ce  cercle  ne  peut 
être  exprimée  exactement  en  nombres  rationnels  *,  mais  on 
a   trouvé  par   approximation    la  demi-circonférence    de    ce 

cercle  =  

3,141501653589793238462643383279502 

884i97i69399375io58209749445  9i3078i<j 
4062862089986180348253421  170679  82  1480 
865132713066470938446    -I-.    Pour   abréger  j'é- 

*  Cette  propofition   a  été  iJdmonrrée  par  Lambert,  Mémoire!  de  Berlin  ;  mis  on  en  trouTCcauae  déffloafint' 
tloa  plus  fimplc  itaa  ICi  ÉUmem  de  Ciomitrie  du  C.  Legendre ,  ^ut  om  paru  depuis  peui 
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crirai  -n  au  lieu  de  ce  nombre  ,  de  forte  que  t  =  à  la 
demi  circonféience  d'un  cercle  dont  le  rayon  =  i  ;  ou  tt  lera 
la  longueur  d'un  arc  de  iSo  degrés, 

117.  Soir;(  un  arc  quelconque  de  cercle  dont  je  fuppofe 
toujours  le  rayon  =  i  ;  on  a  coutume  de  confidérer  plus 
particulièrement  les  fmus  &  colinus  de  cet  arc  •{.  Pour 
repréfenter  dans  la  fuite  le  finus  d'im  arc  :(,  j'écrirai y^;?.  A.-{y 
ou  limplement  fin.  \.  Et  pour  repréfenter  le  cofmus  j'écrirai 
cof.  A  :(  ,  ou  ieulement  cof  •{.  Ainii  comme  -tt  exprime  un 
arc  de  180°,  //î.  0,7  =  o  ;  cof  o  t  =  1  :,fin.^-rT=  i  ;  cofi.-^-rr 
a=  o  ;fin.  :t  =  o  ,  cof.  -^  ^=-  —  1  ;  fim.  \  -n-^-  —  i ,  cofi.  |  ■:t  =  o; 
fin.  2w  =  o  ,  &  cof.  X7!  =  \.  Tous  les  finus  &  cofinus  font 
donc  renfermés  dans  les  limites  -+-  i  &  —  i  Or  cof  •{  = 
/z/z.  (  i  :t  —  :(  )  &  fin.  :j  =  co/  (  i  ^  —  :[)';  &:  {fin.  •{:)  '  -H 
{cofi.-^)''  =  I.  Outre  ces  dénominations  il  faut  diltinguer 
ctllca  ci  î  tang.  \  ,  qui  défigne  la  tangente  de  l'arc  :{  ,  6c 
cet.  •[  ,  qui  déligne  la  cotangente  de  l'arc  :^;  on  fait  d'ailleurs 

que  ian£r.  r  = ,  bc  que  cot.  7  =  -~  = .  1  ouc  cela 

i-  o     \  coj.  i  ^  ^  ^  Jin.  i  tang.  i 

eft  connu  par  la  Trigonométrie. 

1x8.  On  fait  aulTi  qu'étant  donnés  les  deux  arcs  y  &  ^  , 
fin.  y  ■+■  \)  =fin.y.cofi.i  -+-cof.  y.fn  :{  ,  &  cof.  {y  -+-  ^)  == 
cof  y.  cof  1  —  fin.  y /fin  :{ ;  de  même  fin.  {y  —  :^)  =  fin.  y. 
cof  i  —  cof  y.  fin.i;  ^  cof  {y  —  i)  =  cof  y.  cof  i  -4-, 
fin.  y.  fiin-i. 

Par  conléqnent ,  en  fubftituant  à  y  les  arcs  7^  ,  ^^  ;  i  ~  »  ^c, 
nous   obtiendrons 
fin.  {{71'^  1)  =  -4-  cof.  -^ 
cof{{^-^l  )   ---  —  fin.   i 


fiin.{ 
cof{ 


—  fin.   ^ 

—  cof  i 


fin.i^^-hl)  =  —  cof.   i 
cofi^rr-^-:^)  =>  -^-  fin,   i 

fin.  (  1  -^  ~\-  ■^)  =  -+-  fin.  ^ 
cof  {  ITT  ^i)  =  -H  cof  :( 


fin.  (t^- 
cofii-.. 

-0 

=^ 

H- 

cof 
fin. 

T 
l 

fin.i  ^    - 
cof  (  .  _ 

= 

-H 

fiin. 
cof 





cof 
fin. 

fin.[trT- 
Cofi.  (  z  7r  - 

— , 

•^ 

fin. 
cof 
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Donc    Cl   n  défigne  un   nombre  entier  quelconque  ,    on 
verra  que 

fi"'  \-T- 


■^/  (--?-'  -  ■+-  0  =  —  P-  ^ 


/''■  (^'  ^  -;-  ^)  =  —  //?.  \ 


y/  An 
r  f  A  "  ■ 


^)  =  -^-   ftn-  l 


fin.  Q^  ^  —  ^)  =  . 


cofi 
■fm.  ^ 


fin,  {ç^--  —  ^)  =  -H  /;z.  î 


>•  ( - 


a)  =  —  ^^/î 
■■\)=—fi''\ 


fin.{^JL±^^-^)=.^fn.^ 


fln.{t^.-i-{)^^fn.^ 

Ces  formules  font  également  vraies  ,  n  étant  un  nombre 
entier  pofitif  ou  négatif. 

129.  Soit  fn^=>  p^èc  cof  \  =  q  ^  fn.  y  r=  m  ^  cof  y  ^=  n\ 
on  aura  également  pp  -+-  q  q  =  \  -,  m  m  -^  n  n  =  i  -,  ôc  les 
finus  6c  les  cofinus  des  arcs  compofés  de  ceux-ci  fe  trouvent 
comme  il  fuit; 

cof  i  -^  q 
f-iy  -^  \)="i  —  '"P 

if.  {zy  -)-  ^  )  =:^  (nn  —  mm)q — rmnp 
-■/  (3y-<-î)  =("'"- 3  m'/î)?  — 
(  3  m/i*  —  m''  )p 
&ic. 

^,  3  y  -+-^ï  &c.  croiiïent  en 


')/' 


Ifin.  (  y  -^-  l  )  =  m  q  -h  np 
fin.  (iy-+-î)  =2/n/z5-j-(n'-  — 
/?n.  (  3  y  H-  î  )  =  (  3  ™  «''  —  '"'  )  î  -+- 
(7z>  —  3  m-n)p 
5cc. 

Ces  arcs  :(,y-4-:{,2_y 
protfreHion  arithmétique  ,  &.  leur  iinus  &:  cofinus  forment  une 
pro'o-reflion  récurrente  ,  telle  qu'elle  réfukeroit  du  dénomina- 
teur  I — 1  nx-h  {mm  -hnn  }xx  i  en  eflet 

fn.(2y-\-i)-=zn    fin.   {y    -t-    î)     —  {mm  +nn)fin.i         ou 

fm.  (  i  >-  -4-  t  )  =  i  «^'Z-  7-  >•  (  y  +  î  )  —  /"•  î  i  femblablement 
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tof.(^iy  +  î)  =  ^cof.y.  cof.  (  y  -h  l)  —  ccf.  ^  De  même 

/■•'•(  3  y  -1-  î  )  =  -  «^"Z-  r-  /"•  (  ^.v  -*-  î  )  —  /'^-  (  y  -+-  î)       ^ 

fo/.  (  3J,'  -+-  î  )  =  2  «/  y.  ce/.  (  2  y  +  î  )  —  ce/,  (y  +  î  )•  De  plus 

/«•  (  4y  H-  î  )  =  2  co/y.  /i.  (  3  y  +  î  )  —  >.  C  2  î  -t-  î  )         & 
tof.(4y  H-  î  )  =  2  co/  y.  co/  (  3  y  -+-  î  )  —  co/  (2  y  -f-  ^  )         Sic. 

En  fuivant  cette  loi  on  pourra  former  promptement  les 
finus  6c  les  cofinus  de  tant  d'arcs  qu'on  voudra  ,  qui  croif- 
fent  en  progrellion  arithmétique. 

130.  A  caufe  àiQfin.{y-^\)-=fin.y.cof.\-\'Cof.y.fin.';i 
te  de  fin.  {y  -\-\)  "  fin.y.  cof-^  — cof.y.fin.  :^  ,  on  aura  ,  en 
ajoutant   ou  en  fouftravant ,  ces  exprellions  , 

fn.y.  cof  i  =   /'My-^0^/^-(y-O, 

cof.y.  fin.  :r  =  /^- (y -4- ,)-/..(  y  -  O^ 

De  plus  à  caufe  de  cof.  i  y  •+-  î  )  =^  '^'^/•J-  ^^f-  î  — fi^-y-f^-  \y 
Se  de  cof.  {y  —  i)  =  cof  y.  cof  :(  -H  fn.y.  fin.  :(  ,  on  aura 
femblabiement 

cof  y.   cof  l    =     --/■(y-t)-^co/(y-4-,)^ 

fin.  y.  fn.  ^  =    cof.^y  ^  O-^cof.iy  ^  ,)^ 
Soit  y  =^  \  =■  -^  v-i  on  conclura  de  ces  dernières  formules  : 
(  co/  i  v)  *  = ^ ,  bLcof-v  =y ^  . 

/  r        1        \^  l  —Cof.V  o.     r        I  -m  /  1  —cof.v 

(fn.  4  V  )  \=  — ^^—  ,  &:  y7/z.  -  V  =  y ^^ . 

donc  le  cofinus  d'un  angle  quelconque  étant  donné  ,  on 
trouvera  le  finus  âc  le  cofinus  de  fa  moitié. 

131.  Suppofons   l'arc  y-+-  :[^-^«,  5cy —  :^=^,    nous 

aurons  y  =  — ,  &  :(  =  -^-^ — ,  &  en  fubftituant  dans  les 

formules  précédentes  ,  nous  obtiendrons ,  comme  autant  de 
théorèmes  ,  les  équations  fuivantes  : 

y«                     /*/                   ^         a  -^  b             /*    ^  — ~  b 
m.  a  -^  Jin.  b  =   ijin.  .  coj. — ■ 

y-         ,                        ^    a -^- b       ^          a— h 
in.  a  •—  fn.   b  =s   z  coJ.  fn.   
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/•  ri  r     '^-\'^  r     "  —  ^ 

cof.  a -Jr  cof.  b  =   icoj.  — ^    coj.   — ^ — 

cof.b  — cof.a  =   lyT/z.  — ; fin.  — ^ 

Ces  réfultats  nous  donneront ,  à  l'aide  de  la  divifion  ,    ces 
théorèmes  : 

a  -i-  i  a  —  b  ^'  2 

o"        2      *  *        2  a  —  b 

tanp.  


fin. 

a 

-(- 

[m. 

b 

fia. 

a 

— 

Jm. 

b 

ftn. 

a 

-)- 

fin. 
cof. 

b 

cof. 

a 

-f- 

.b 

fitn. 

a 

-t- 

fin. 

b 

cof. 

h 

— 

cof 

a 

fim. 

a 

— 

fin. 

b 

=  tang. 


cot.   .  cot.  — 


a  —   b 

cot.  

2 

a  —  b 
cof.  a  -+-    cof.  b  °'  -2. 

fin.  a  —  fin.  b  a  -Jr-  b 

cof.  b  —  cof.  a  2. 

cof  a  +  coJ.  b 
cof.  b   —  cof  J 

Enfin  de  ces  derniers  théorèmes  nous  déduirons  ceux-ci  : 

fin.  a  -<-  fin.  b  cof.  b  —  cof  a 

cof.d  -H  cof.  b  fin.  a    —  fin.  b 

fin,  a  -I-   fin.b  ^       cof  4-1-  cof  b        __     /  ^^^^    a  —  b  V» 

fin.  a  —  fin.  b  cof.  b   —  cof    a                 \          '          2         / 

fin.  a   —  fin.b  coj.  a  ■+■    coj.  b  \         ^  2       y 

15  2.  Puifque  {fin.  :^y  -+-  {cof.-:^)"  =  i  ,  en  décompofanc 
en  fadeurs  ,  on  aura  (  cof.  :(  -h  V^  —  i  .fin.  ^  )  (  cof.  \  —\^  —  i 
ffi.  r  )  =  I.  Ces  faûcurs ,  c]uoicjue  imaginaires  ,  font  d'un 
grand  ufage  dans  la  combinaifon  &:  dans  la  multiplication 
des  arcs.  En  effet,  cherchons  le  produit  de  ces  iaflturs 
i^cof  i  -\-  \^  —  i  fin.  \)  (  cof  y  -+-  1^  —  I.  fin.  y  )  ,  i.ous 
trouverons  cof  y.  cof.-{  —  (in.  y-  fin  \-^  {  cof  y.  fin.  :j  -j- 
fin.  y.  cof  •{)V  —  1  ;  mais  comme  cof  y.  cof.  ■{  — fiin.y.  fin.  ;j;=: 
cof{y-^-\),  &  cof  y.  fin.  ^  -+-  fin.  y.  cof  i  -■=  fin.  iy-^-  i', 
nous    obtiendrons  ce  produit   [cof  y  -^  VC  —  i-  fi^t-y) 

(cof  y^ 
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\cof.:(^''^  V  ^  i.  fin.  i)  =   cof.  [y  H-l  )  -^  y^  —  i. 

Semblablement 
(co/y—  ^^—  i.Jln.y^  {cofi-—}/' —  i.fin.  :()  =  cof.iy-^^) 

De  même 
(  cof.  X  ^V  —  I  .fin.  X  )  (  cof.y  +  V —  i .  fin.  y  )    (  cof.  •{  ± 
V — \.  fin.  -{)  =  cof{x^y-\--{)-^\/' —  \.fm.{x-\-y~\-T^. 

133.  11  fuit  de-là  que  (  cof.  \-±iV  -^-  ^-  fn.  :[  )  *  =  cof  z  >[ 
rfc  K  —  I .  fin.  21,  &C  {  cof  \-±:V  —  1.  fn^)^  :^  cof  3  :( 
±y^  —  I-  fin-  3  î  >  &  qu'en  général  (  co/7:j  ■±-  y^—  i.fin.  :()" 
=  cofn-{  -h  !/■—  \.  fin.n  \  :  d'où  nous  tirerons  à  caufe  du 
double  fîgne  , 

cof.  nT  =  (^^/t  +  s/ -!•/"•  O"  •*-  i'^f-K  -v^-  t.^-t)'     ^ 

Donc  en  développant  ces  binômes  en  fériés  ,  nous  aurons 
cofni=={cof:^Y^JlLiJl:Z±Ll^cofiY-'(fini)'  -H 
,..(.-0(.-0(^-3L(',^^   ):.-.(  ;^.,).^.    .    . 

&c. 

134.  Soit  ^  un  arc  infiniment  petit,  alors  fin.  :[■=:{,  èc 
cof  :(  =  I  ;  foit  en  même  temps  n  un  nombre  infiniment 
grand  ,   pour  que  l'arc  n  ^  foit  d'une  grandeur   finie  ,  pour 

que  n  :j ,  par  exemple  ,  =  v  j  à  caufe  de  yT/z.  :[  =k  :j  =  —  ^  on 

aura 

cof.  V  =  I î-  - — ^ \ r  -4-  ôcc.  6C 

•^  I.  2  I.  2.  3. 4  1. 2. 3.4. 5.6 

EuLER ,  Introduclion  a  [Anal,  infin.  Tome  I.  N 
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fîn.  V  =  V H  — ■ 2 ^~    ^^" 

•'  1.2.3  1.2.3.4.5  1.2.3.4.56.7 

Ainfî  l'arc  v  étant  donné  ,  on  pourra,  à  l'aide  de  ces 
réries ,  trouver  fon  finus  &c  fon  cofinus.  Pour  rendre  l'ufage 
de  ces'  formules  plus  cjénéral  ,  Tuppcfons  que  l'arc  v  loit 
au  quart  de  la  circonférence  ou  a  90°,  comme  w  eft  à  n  , 
ou  que  V  ^^  ~-  .  ^-,;  comme  la  valeur  de  -^  eft  connue, 
en  la  fubflituanc  dans  tous  les  termes ,  on  trouvera 

fin.  A  —    90**    = 

m 

-i ~-   1 ,  5707963 2<j79485)(j6i9i3  13 zi<î9i^ 

m' 

;rr-  o>  6459640975062462536557565636 

-4-  — ;— .  O,  079692626246167045  liojoj  5-4.88 

fc»-  — 7-.  o,  00468 17541 3 53  18688 100685463 X 

m  » 
>+"   — ^-    0,0001604411847873598218726605 

m" 

— ^'  -^Tir-  0,000003598843x351120853404580 

_„  I  J 

•+"  — ~.    0,0000000569217292196792681171 
m" 

—  — rr  •  0,0000000006688035109811467224 

I        m  '7 

"T"     -^77-.      0,0000000000060669357311061950 

—  "T'^T*-  O,  000000000000043770654673  13 7CI 
•4-  -^^.  0,0000000000000002571422892856 
i—  -^77-.  0,0000000000000000012538995403 
■+-  —77-.  0,0000000000000000000051564550 

m''  o 

—  ■ -.    0,0000000000000000000000101239 

m*» 

,■4-  — îj-.  0,0000000000000000000000000549 
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Et  cof.   A  -^  90°  = 

•4-       I , OOOOOOOOOCOOOOOOOOOOOOOOOOOO 

—  -— -.  1, 23370055013^1698273543113745 

-h  -^7-.  o,  2j3é(?95079oio48oi36'365<j33(j59 
J7--  0,0208634807(^33529608730516364 

m  ' 
-+-  —Y".  0,0009192602748394265802417158 

^.  — j^.  0,0000252020423730606054810526 

H-  — -.  0,0000004710874778818171503665 

—  —  — .  0,0000000063866030837918522408 

•+-  -  ,^-.  0,000(0*^^000^(55^596311497947230 

»—  — fj-.  0^0000000000005294400200734620 

H ~.    0,0000000000000034377391790981 

»—  —77-.  O,  Ooooooooooooooooi83y5>9i652i2 
H -^  .  0,0000000000000000000820675327 

•—-,,.  0,0000000000000000000003115285 

17!  «  - 

H r.  0,0000000000000000000000010165 

—  —  — -   r»  0000000000000000000000000026 

n  ' 

Mais  comme  il  fuffic  de  connoître  les  finus  &  les  cofinus 
des  angles  jufqu'à  45°,  la  frad:ion  —  fera  toujours  plus  petite 
que  Y ,  &  par  conféquenc  à  caufe  des  puifTances  de  la  frac- 
tion —  ,  les  fériés  que  nous  venons  de  donner,  feront  très- 
convergentes  ,  de  forre  qu'il  fuffira  le  plus  fouvent  d'en 
prendre  feulement  quelques  termes  ,  fur-tout  ii  l'on  n'exige 

Nij 
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pas   pour    les   finus    &    les   cofinus     autant    de    figures. 

135.  Les  finus  &  les  cofinus  étant  une  fois  trouvés,  on 
peut  calculer  les  tangentes  ôc  les  cotangentes  par  les  analogies 
ordinaires;  mais  comme  pour  des  nombres  aufli  grands  la 
multiplication  &  la  divifion  ne  laiflent  pas  d'être  très- fati- 
gantes ,  il  fera  bon  d'en  domier  ici  une  exprefiion  particu- 
lière. On 


fin.  V 

tang.  V  =  —7— 

O  .     coj.     V 


aura  donc 

V 


1.2.3 


I.  2.  3.  4.5         I.  2  3.4-5<J-  7 


+  &C. 


&  coi.  V 


ecf.  V 
fin,  V 


I.   X 


I.  1.  3.4 
v4 


1.2.3.4.5.6 


I.  2.3.4 


&C, 
&c. 


V 


—  r-r  . H  &«i 


1,2.5       1.2.3,4.5        1.2.3 
Soit  maintenant  l'arc  v=' —   90%    on  aura  de  la  même 
manière  qu'auparavant. 


ATtt  (\ 

—  90     = 

ïm  n  ^    ^ ^  y 
o,<J3(î(îi977i5^7  5 

2  -  mm 

— o>^9755<î78i0597 

Tl 

m  ■ 

0,01  8<î88cr50Z773 

-.   0,0018424751034 

0,000111/  580071-1. 

o,ooooii(?  5177145 
0,000002401 1370 

n 

m  ■•  ,, 

.     0,0000002664132 

n  '  î 


n' 

m 

s 

n 

» 

m  ' 

' 

►t- 


0,000000025)58(54 


CO/.  A  —  90''   cas 

n      ■' 

0,^366^15)7723^75 

■  "*""'■  .  p,3i8309886i837 

.   o,io5288885)4i4j' 

m>  „„ 

.    <-i,on(f  5  5  I©747862 

— TT-T-   0,0003450292554 

O,OO0O2O275)Io6'O 

0,0000012366527 
0,00000007645)59 
0,0000000047597 


m  " 

72  '  ' 

m'î 
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lOÏ 


fn  '^ 

■^--TTT--  o,ooocoooo3i8(Î7  ^      '"  '     .  o,ooooooooo29(;ç, 

'»  -^ 

H ^-7--  o,ooooocooo3<?5i     __  _!^ ..  0,0000000000185 

H ;n^*  °5°°o°oo°o°040  5      _  _!!! -_.   0,0000000000011 

•+-  — ^ .  0,0000000000005 

n  " 

On  expliquera  plus  au  long  dans  la  fuite  la  formation 
de  ces  dernières  fériés.   Koyc\    an.   197   ù  fuiv.' 

\l6.  Il  fuit  de  ce  qui  précède,  que  fi  l'on  connoilToit  les 
fînus  &  les  cofinus  des  angles  moindres  que  le  demi-droit , 
on  connoîtroic  auffi  ceux  de  tous  les  angles  plus  grands; 
luciis  il  fufflra  de  connoître  les  finus  8c  les  Cofînus  des  angles 
au-defTous  de  30°_,  pour  en  conclure  par  l'addition  &la  fouf- 
traclion  feulement,  les  fmus  &:  les  cofînus  des  angles  au- 
-defTus.  En  effet,  puifqueyZ/t.  30°=^,  en  faifant  ^=«  30 , 
on  aura  {art.  130)  cof.  :(  =  fin.  (30  -t-  :()  -^  fn.  (30 —  ^),  & 
fin.  :(  =  cof.  (30  —  ■{)  —  cof.  (30  -+-  :{).  Ainfi ,  au  moyen  des 
fmus  Se  des  cofmus  des  angles  :j  &  50  —  î[  >  on  trouvera 
fin.  (  30  -h  :(  )  =  co/  ^  —  /?/z.  (  30  —  ^  ) ,  &  co/  (  30  -h  ^  )  =b 
cof  (30  —  "{)  — fn-\-  Donc  les  finus  &  les  cofinus  des 
angles  depuis  30"  juiqu'à  (5o°,  &  par  conféquent  ceux  des 
arcs  plus  grands  feront  déterminés. 

137.  On  peut  jouir  du  même  avantage  pour  le  calcul  Aes 
tangentes  &;  des  cotangenccs.  En  efFet, puifque  tang.  {a~{-b]=^ 

tang.  a  ■+■  tang.  h  _  2   t^"g-  •! 


(ot.  a.  "^  t^ng.  a 


uns;,  h 

^  -7,  on  aura  tang.  1  a  1 


I  —  Cing.  a.  tang.  a 


&  cot.  ia  = 


.  Par  conféquent  les  tangentes  &:  les  cotangentes 

des  arcs,  qui  font  au-deffous  de  30",  donneront  les  cotan- 
gentes des  arcs  au-deflTus  jufqu'à  60°. 

Soit  à  préfent  4  =  30  -—  ^,  on  aura  za  =60  —  2-^, 
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&  cot.-  ia  =  tang.   (30  -4-  ib).  Donc  tang.   (30  -h  ^  b)  =3 

cot.  (  30  —   )  --  unç.  (  30  —   ;  ^   ^,g  qyj  donne  auffi  les  tangentes 

des  arcs  plus  s^rands  que  30°. 

Quant  aux  iécantes  &  aux  cofécantes  ,  on  les  conclut  des 

tangentes  par  la   feule   fouftraétion  ;    car  on  a  cofec.   ■{  = 

(/-)    cot.  \\  —  cot.  :j,  &  partant/^r.  ^  --^cut.  (45"  —  {  :()  —  tang.  ^. 

On  voit  clairement  par-là  comment  on  a  pu  conftruire  des 

tables  de  flnus. 

138.  Suppofons  encore  dans  les  formules  précédentes 
{an.  133)  l'arc  ^  infiniment  petit,  &  n  un  nombre  infiniment 
grand  i^  afin  d'obtenir  pour  i  :^    une    valeur  finie   v;   nous 

aurons    donc    n-^   =  v ^    &    \    = -^  ■>    &    par    conféquenc 

fn.   ;j  r=:  —  ,   ôc  cof.   ^  -r=  i  i   ces   fubflitutions  fairp.';   domie- 

ront    co/  V    = '■ ^ '- &  y7rt,  y 

/  v/ —  I  N  /  vy' — I\ 

-=:  !it î 1 _! ! L-.  Or  dans  le  Chapitre  précé- 

i-+--]-j   =e    ,  e  défignant  la 

bafe  des  logarithmes  hyperboliques;  ayant  donc  écrit  pour  :f, 
d'une  part -f- V  j/" — i  &  d'une  autre  part  —  vy^ —  i,  on  aura 

coj.  V  = ocjin.  V  = 


2  y/ —  I 

On  comprend  par  là  comment  les   quantités   exponentielles 
imaginaires  fe  ramènent  à  des  flnus  &  à  des  cofinus  d'arcs 

réels.  On  aura  auffi  e  =  cof.  v  -h  y^ —  i  7"^-  v,  5c 

—  vy/— I  r  I-  r 

c  =  coj.  V —  V   —  I  Ji't.  V. 

139.  Suppofons  à  préfent  dans  les  mêmes  formules  {an.  133)/! 
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un  nombre  infiniment  petit ,  ou  ;z  =.  —  ,  i  étant  un  nombre    {s) 
infiniment    grand  ,    nous   aurons   cof.  /z  ^  =  cof-  4-  =  i , 
&:  Jin.  n  :^  =^  Jin.  4-  =  4;  car  le  finus  d'un  arc  4  ,  qui  s'éva- 
nouit,  eft  égal  à  cet  arc,  &  Ton  cohnus  =  i.  Cela  pofé 
nous  aurons ... 

-  *     *       L 

I     =    («^^/  l  -^  V^—  l'/^-î)  '     -h    (cof.  i   —  ^—  i.Jîr,.^)J    ^         ,       , 

4-  __  (fo/  r-^  v^—  I  /7/i  ,0  '    —  (  cof.  {  —  y/  —  T.  fm.  i  )  T«     Or   en 

prenant    les    logarithmes    hyperboliques  ,    nous    avons    fait 

I  I 

voir  (  nrt.   1 1  5  )  que  /  (  I  -H  vV  )  =  /  (  I  -t-  y  )   '    —  /  ,  OU  V    i    =3 

\  ->r\ly>  en  mettant  y  à  la  place  de  i  -h  jc.  Donc  fi  nous 
écrivons  à  préfent  au  lieu  dey,  d'une  part  cof.\  -f-  î/" —  i, 
fin.  :(,  &  de  l'autre  cof.  :(  —  K  i.  y?>2.  :j,  nous  trouverons  i  =?= 

à  caufe  des  logarithmes  qui  deviennent  nuls,  de  forte  que  nous 
n'en  pouvons  rien  conclure;  mais  l'autre  équation  ,  relative  au 

finus  donne  4-  =  - — i— . 

»                                               iy'—  I 
&   par    conlequent  r   =  — y /  (  -^ ï- -I—>  }.    On    VOlt 

d'après  cela  comment  les  logarithmes  imaginaires  fe  ramènent 
aux  aies  circulaires. 

140.  A  caufe  de-^^  =  tang.  :{,on  aura  l'expreffion  d'un  arc  ^ 

t>ar  fa  tangente  de  cette  manière:  r  =  — ^ —  /  '"^  ,~^'''^^-^. 
r  o  ^        2  y  —  I     I  —  y — i.cang.i 

Or    nous    avons    vu   ci-defTus    {art.    123)    que  /  ^^^  == 
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—  -+-^j-?i-  -f-^  -H  &c:   donc   en    fuppofant  x  ^ 
13^7  ,  , 

K—  I  /^/z_^.  r ,  nous  aurons  r  =  iff^t  _  Lff!?ill  -^  (if^!ILXl 

—  ^'"^"^^  ^  ■  H-  &c,  Faifons  donc  tang.  :^  =  t^  de   forte  que 

^  foit  l'arc  dont  la  tangente  eft  r,  &:  q»©  nous  défignerons 
ainli:  A.  tang.  t ,  ce  qui  donne  t:^=.  A  tan  g.  t.  La  tangente  t 

étant  connue ,  l'arc  correfpondant  fera  7  = 1 -m 

—  "^ ôcc.  Puis   donc  qu'en  fuppolant  la  tan^gente  t 

7  9  Tir  o 

égale  au  rayon  t  ,  lare  \  devient  ==  à  l'arc  de  45°  ou  :;[  =  —  > 

nous  trouverons  —  =1  —  f"**?  —  t""^"  ^^  »  ^éxÏQ  que 
Leibnit:^  a  donnée  le  premier  pour  exprimer  la  valeur 
de  la  circonférence  du  cercle. 

141.  Mais  pour  obtenir  promptement ,  au  moyen  d'une 
telle  férié,  la  longueur  d'un  arc  de  cercle,  il  eft  cjair  qu'on 
doit  prendre  pour  la  tangente  t  une  fradlion  aflez  petite. 
Ainlî ,  on  trouveroit  facilement ,  à  l'aide  de  cette  férié ,  la 
longueur  de  l'arc  ^,   dont  la  tangente  t  feroit  —  ;  car  cet 

arc  feroit  r  =z  — ^ 1 &:c.    férié  dont  on 

>■  10  3000         500000 

peut  aifément  obtenir  la  valeur  par  le  moyen  des  décimales; 

mais    la    mefure    d'un    tel    arc    n'apprendroit    rien   pour    la 

longueur  de  toute  la  circonférence  ,  parce  que  le    rapport 

de  l'arc  ,  donc  la  tancent*»  =  —  ,  à  la  clrconférpnr<^   entière 

eft  inaflignable.  C'eft  pourquoi ,  dans  cette  recherche  ,  on 
doit  prendre  un  arc  qui  foit  une  partie  aliquote  de  la 
circonférence,  £c  dont  la  tangente  aflez  petite  puifle  être 
exprimée    commodément.    On    choifit    ordinairement   pour 

remplir  ce  but  l'arc  de  30°  dont  la  tangente  = -j-,  parce 

que  les  tangentes  des  arcs  plus  petits,  qui  ont  un  rapport 
commenfurable  avec  la  circonférence,  font  trop  irrationnelles. 

Aitiû^ 
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Ainfi,  à  caufe  de  r-.ircde3o°  ==  ^,  on  aura-^  =-^ —j-  -4- 


^•3V3  I  3-3  5-3'         7- 

par  le  moyen  de  cette  fërie ,  &:  avec  un  travail  incroyable , 
qu'on  ell:  venu  à  bout  de  trouver  la  valeur  de  ti  que  nous 
avons  donnée  ci  defFus. 

141.  Ce  calcul  eft  d'autant  plus  pénible,  que  tous  les 
termes  font  irrationnels  ,  &:  que  chacun  d'eux  n'eft  gueres 
plus  petit ,  que  le  tiers  de  celui  qui  précède  ;  mais  on  pourra 
remédier  ainfi  à  cet  inconvénient  :    prenons    toujours   l'arc 

de  45°  ou  —    Quoique  cet  arc  ait  une  valeur  exprimée  par 

une  férié  à  peine  convergente  i  —  7  •+-  7  —  7  -+-  Sec  ;  con- 
iervons -le  cependant ,  ^  imaginons-le  partagé  en  deux  arcs 

a  6c  i5,  de  manière  que  a -¥-  f'  "~'  '4  ^^  45°-  P"is  donc  que 
tan^:[a^6)  =  1  =  ^'2'u^.Tllb-  "°"'  ^"'^"'  i-tang.a 
tune,  h  T-^  cu/iH'  n  -I-  ta.nfr.  h  8c  tana.  b  = —'  Soit  main- 

o  o  o  o  I  _f-  tjng.  a 

tenant  tang.  a  =  -:,  nous  trouverons  iang.  /^  ■=  y  ;  alors  les 
deux  arcs  a  èc  b  feront  exprimés  par  une  férié  rationnelle 
beaucoup  plus  convergente  que  la  précédente,  ôc  leur  fomme 

donnera  la  valeur  de  l'arc  — •  Donc 

4 


C  '         I         I         I 

1   1.2  3.    i'  Ç.   l'  7.  2' 

V1.3         3.3«         î.  3i         7.3' 


9.  2» 

-^—  Sec. 
9.3' 


On  auroit  donc  pu  trouver  de  cette  manière  la  longueur 
de  la  demi-circonférence  beaucoup  plus  promptement  qu'on 
ne  l'a  fait,  en  fe  fervant  de  la  férié  que  nous  avons  donnée 
auparavant. 
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CHAPITRE    IX. 

De    la   recherche   des  Facteurs  trinômes, 

143.  Nous  avons  fait  voir  auparavant  que  c'étoit  par  la 
réfolution  des  équations  qu'on  trouvoit  les  facteurs  fimples 
de  chaque  fonction  entière.  En  effet,  foit  propofée  la  fonc- 
tion entière  «  -+- C:^  n- 7  :;^"-4- j^:^'-h  ^:(*-+- ôcc,  &  cherchons- 
en  les  fatteurs  fimples  de  la  torme  p  — ç:{,  il  eft  évident 
que  Cl  p  —  l'i^^  ^^^  fatteur  de  la  fondion  «  -+-  ^:{  H-, 
yTT^-ir-  &c  ,  en  faifant  :j  =  -^  ,  qui  eft  le  cas  ou  />  —  q-[—^  3 

la  fonction  propofée  doit  auffî  devenir  égaie  à  2éro  ;  d'où  il 
fuit  que  fi  p  —  ^\^^  ^^^  facteur  ou  un  divifeur  de  la  fonc- 
tion *  H-  ^:(  -h  >î*  ■+-  ^l^  -+-  «T*  ■+-  &^c  ,  cette  expref- 
fion  *  -+-  C  -?^  -h  >  ^.  -4-  ;^ -^,  -h  *  ^,  -^  &c.  =  G.  Donc  récipro^ 

quement  fi  l'on  tire  toutes  les  racines  —  de  cette  éljuation 
elles  donneront  chacune   amant   de    faveurs  fimples  de  la 
fonction    entière    propofée    «   -+-   C^   -+-  ?  ^'  -f-   J':['  -H   ÔCC, 

favoir  p  —  97.  Or  il  eft  vifible  en  même-temps  que  le 
nombre  de  ces  facteurs  s'eftime  par  la  plus  grande  puif- 
fance  de  ^. 

144.  Il  y  a  fouvent  de  la  difficulté  à  trouver  de  cette 
manière  les  facteurs  imaginaires  ;  c'eft  pourquoi  je  vais  donner 
dans  ce  Chapitre  une  méthode  particulière  ,  au  moyen  de 
laquelle  on  pourra  trouver  dans  bien  des  cas  les  faéteurs 
fimples  imaginaires.  Or  la  nature  des  facteurs  fimples  imagi- 
naires étant  telle,  que  le  produit  de  deux  d'entr'eux  foit 
réel ,  nous  les  trouverons  tous ,  en  cherchant  les  facteurs 
doubles,  ou  de  la  forme/»—  q^-^JW^  qui  foient  réels. 
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mais  dont  les  facteurs  fimples  foient  imaginaires  ;  car  il 
elt  clair  que  connoiiïant  une  fois  cous  les  facteurs  doubles 
trinômes  de  la  forme  p  —  q-{  -4-  r^,  que  renferme  la 
fonction  ■*  -f-  ^:|^  -+->:{* -4-  «'':;['-+-  &c;  on  aura  en  même- 
temps  tous  les  facteurs  imaginaires. 

145.  Or  le  trinome/7 —  ^^ -+- r;^:^  aura  des  fadeurs  fimples 
imaginaires  fi  4/7;-  >  ^^,  ou  ~~^  <;  i.  Mais  comme  les 
finus  &  les  cofinus  des  angles  font  plus  petits  que  l'unité,  la 
formule^  —  Çî  "+*  ^îî  ^"^^  ^^^  fadleurs  fimples  imaginaires  , 
fi  —7-^  =  au   finus  ou  au  cofinus  d'un  angle  quelconque. 

Soit  donc  ^-^^  =  cof.  .4 <p,  ou  ^  =  z  V pr,  cof.  p ,  &  le  tri- 
nome /7 —  1\~^^\'{.  renfermera  des  facteurs  fimples  imagi- 
naires ;  mais  pour  n'être  g3né  par  aucun  figne  radical,  je  choifis 
cette  forme/»/» —  ^F1\-  '^^f-^~^HH\i*  dont  les  faCleurs  ima- 
ginaires fimples  feront  ceux-ci:  q-^ — p  { cof. ip  ~h  V^ — ijîn.tp) 
^q\ — p  cof.ip — y —  ifîn.  (p).  Ou  voit  par-là  que  fi  co/7^==H^i, 
les  deux  facteurs ,  à  caule  de  Jîn.  ip  =  o  ,  deviennent  égaux 
&  réels. 

146.  Etant  doiîc  propofée  la  fonction  entière  a -+- ^  :j -4- ^  :^' 
■•4-'^:('-+-&:c,  ou  en  connoîtra  les  fa<fteurs  limples  imaginaires, 
fi  on  détermine  les  lettres/?  ôc  q  avec  langlc  *,  de  manière  que 
ce  trinôme  pp  —  ^P^'i  '^^f-  ^~^  11W  ^^"^^  tacteur  de  la  fonc- 
tion. Car  alors  on  aura  pour  ces  facteurs  fimples  imaginaires  : 
q\ — p{cof.(i?-\-V —  \.fin.  9)  dCq:^  — p{cof.,^  —  y —  \fm.<p). 
Par  conféquent  la  fonction  propofée  fe  réduira  à  zéro,   en 

faifant  :f = —  {cof.  9  ■+-  V —  i  )fin.  (?,&:(  =  -  {cof^  —  y" —  i  fin.  (p) . 
Cette  double  fubftitution  donnera  donc  deux  équations ,  au 
moyen  defquelles  on  pourra  déterminer ,  6c  la  fraction  —  6c 
l'arc  ç,. 

147.  Mais,  quoique  ces  fubftitutions,  qu'on  doit  faire  à  la 
place  de  :^  paroifTent  difficiles  de  prime-abord,  cependant  à 
l'aide  des  principes  établis  dans  le  Chapitre  précédent ,  on 

O  ij 
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pourra  les  effecluer  alTez  prompremenc;  car  ayant  fait  voir 

que  {cof.  9  -h  K —  I  fin.  c)  .  =  cof  n<p  ±^  V—  \.  fin  n  <p  ^  il 
n'y  aura  plus  qu'à  écrire  les  formules  luivantes  au  lieu  des 
diiTérenres  puilHinces  de  t^. 

Pour  le  premier  Fadleur 

r*  =  ^l  (cof.  2  ç  -trV —  1  •/"•  i  ? ) 
^î  =  Z!  ^cq/:  5  9  +  l/'—  I  fui.  j  p^ 


Pour  le  fécond  Facteur 


ÔCC.  I  ÔCC. 


Faifons,  pour  abréger,  ^  =  r y  nous  aurons,  après  la  fubfti* 
tution  faite ,  les  deux  équations  fuivantes. 

!«4-Brco/(p  +yT'.cof.i(f  -^- S  T^  cof.  1  <;>  -+•  &c.   I 

-+-  fr  y' —  ifm.qi  +  yr'  y' —  ifin.  2Ç  -^  J'r'y' — ijîn.jtp-i-  &c.   J 

(a-h^rcoff)  -f-yr'.cof.2<p  -t- «Tr».  co/ 3  (p  ^_  &c.  ) 

®    *^  1     —Sr^—ifn.ç — yr'-.y— i//2.  aip  — cTr' y'— i/n.3ip  — &c.  ) 

148.  Si  on  ajoute  ces  deux  équations,  ou  fi  on  les  retranche 
l'une  de  l'autre ,  &  que  dans  le  dernier  cas  on  divife  par  2  j/ — i , 
on  obtiendra  ces  deux  équations  réelles  : 

o  =  a  -+-  Crcof.<p  ■+■  ■)  r*.  cof.  iip  -h  ST^  cof  3  ?>  H-  &c. 
o  =  Cl  fn. p  -+-  > r^  fin.  1  p  -t- <rr'  ftn.  39-+-  ôvC. 

lefquelles  peuvent  fe  déduire  imméd  atcment  de  la  foncftion 
propcfée  a  -t-  ^ :j  -4-  >  :{  H-  *:{'-*-  e  :^"*  -4-  &c  ,  en  faifant  d'abord 

pour    chaque    puillance    de    >[ ,    :j     =   r    fi?/? /z  p ,  &  enluite 
r"  =  r  yr«.  /i  9  i  car  >  de  cette  manière ,  à  caufe  àefia.  o  (?  =  o  , 
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&  de  cof.  0^  =  1,  ('11  écrit  i  dans  le  terme  confiant  au 
lieu  de  •{  ou  pour  L  premier  cas,  &.  pour  le  fécond  on 
écrit  o.  5i  donc  on   lire  de  ces  deux  équations  les   valeurs 

des  inconnues  r  Ôc  <? ,  à  caufe  de  r  =  — ,  on  aura  le  fadleur 

trinôme  pp —  ipqT^cof.-p -^-  <1<IW,  qui  renferme  deux  fac- 
teurs  imaj^in.iires  iimpks. 

149.  Si  l'on  multipHe  la  première  équation  par  yZ/z.  w  5 , 
&  la  féconde  par  cof  m^^  qu'on  ajoute  ou  qu'on  retranche 
les  produits,  on  aura  les  équations: 

o  r=:  afm.mqi  -(-  ZTfm  (m  -h  1)  <p  ■+■  yr'  fin  (m  -I-  2(?)  -*-  ir^fln.{m  -+-  3  (p  )  -4-  &C. 
O  =  Kfin.mip  -<-  ^rfw..  (m  —  l)ip  -+-  vr  /în  (m  —  itp)  -  ir^pn.(^m  —  3  ip  )  4-  g^c. 

Mais  fi  l'on  multiplie  la  première  par  cof.  m  ip  àc  \çi  dernière 
par  fin.  mj>^  on  trouvera  par  l'addition  éc  par  la  fouftraclion 
ces  deux  autres  ; 

o  =  acof.mip-^-  Çrcof  {m —  i)(p  -+-  yr'i-o/  (m —  2a)-i- êr^  ccf.  (m —  3(p)-<-  &:c.' 
O    --    «co/m?) -+- crco/ (m-(- i)(p -f-yr-co/.  (m  •+- 2  (p)-|- l^^' co/.(m -t-  3f  ) -f  Si;c. 

Ainfi  deux  des  équations  précédentes  combii;ées  entr'elles 
détermineront  les  inconnues  r&:  p,  &:  comme  cela  peut  fe 
faire  le  plus  fouvent  de  pluiieurs  manières,  on  obtiendra  à  la 
fois  plufieurs  fatfleurs  trincîmes ,  ôi  par  conféquent  tous  ceux 
que  la  fonction  propofée  renferme. 

150.  Pour  faire  mieux  fentir  l'ufage  de  res  relies,  nous 
allons  chercher  ici  les  facteurs  trinômes  de  quelques  fonc- 
tions qui  fe  rencontrent  plus  fréquemment,  afin  de  les  avoir 
fur  le  champ,  toutes  les  fois  que   l'occafion   lexigeia    ^oic 

donc  propcfée  la  fonction  a  -+-  :^  dont  on  cherche  les 
facleurs  trinômes  de  h  icïcnt  pp  —  ^ P H 'i'-'^f- ^  ~^  1 '1  W '■> '^^ 
faifant  r=  ''  ,  on  aura  les  deux  équations  o  =  a   -+-  r   cof  np 

&  o  =  r  fn.m^  dont  la  dernière  donne  yT/z. /z  9  =:^  o  Donc 
lare  n  -  aura  la  ft  im^e  (  2  /  i  )  77,  ou  ikn  ^  k  défiqnarr  un 
nombre  eiitier.  Je  diflin^ue    ces  deux  cas,  parce   que  ic^ 
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cofinus  y  font  différents.  En  effet,  dans  le  premier  cas, 
cof.  (iÂ:-+-i)7T  =  —  I,  &  dans  le  fécond  cof.  2  â:  tt  =  -I-  i , 
Or  il  eft  clair  qu'on  doit  prendre  la  première  forme 
;z^  =  (2A:-i-i)^,  parce  qu'elle  donne  cof.  n^=^  —  i  ,  d'où 

réfulce   a    —  r    =  o ,    ôc    par    conféquent   r  =^  û:  =  -•• 


Donc/7  =  a,q^=^  i ,  6c  (^  =  -"•'  "^  ■  ■^.  Donc  la  fonclion  a   ^^ 

aura  pour  facteur  le  trinôme  a  a  —  la:^  cof  (-„--)  ■^  "+~  îi[» 

6c  comme  on  peut  mettre  pour  k  un  nombre  entier  quel- 
conque ,  on  obtiendra  de  certe  manière  plufieurs  facteurs  , 
■  dont  le  nombre  cependant  fera  limité,  puifqu'en  fuppofant 
ik-k"!  plus  grand  que  n,  les  premiers  faifleurs  reviennent; 
c'eft  ce  que  Tes  exemples  rendront  plus  fenGble  ,  en  obfer- 
vant  que  cof.  {  z  ■tt -j- 9)  =  cof.  <p.  De  plus ,  lî  /z  eft  un  nombre 
impair ,  en  faifant  xk  -\-  i  =  n ,  il  en  réfulte  le  facfteur 
quarré  (a-\-  :()*;  cependant  on  auroit  tort  d'en  conclure  que 

le  quarré  (a  ■+-:()*  foit  un  fadleur  de  la  fondion  a  -f- :(  , 
parce  que  (dans  l'art.  148  )  on  a  pour  rétultat  une  équation 
unique ,  qui  apprend  feulement  que  a  -+•  ^[  eft  un  divifeur 

{t)    de    la   formule   ^"  -f-  î";    cette   règle  devra  toujours   être 
obfervée,  toutes  les  fois  que  cof  <?  devient  ou  -4-  i  ou  —  i. 

Exemple. 

Développons  quelques  cas  particuliers ,  pour  mettre  fous 
les  yeux  ces  différents  facteurs;  &c  dil1:inguons-les  en  deux 
clafies,  félon  que  le  nombre  n  fera  ou  pair  ou  impair. 


Si     n     =     i 
la  formule 
û  -+-  :{ 
a  pour  facteur 


Si     n     ==     z 

la  formule 

a'  H-  f 

a  pour  fafteur 
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Si     n  '  =     5 

Si     «     =     4 

Ja     formule 

la  formule 

a'  •+■  i' 

a'  ^  l' 

a  pour  facteurs 

a  pour  facteurs 

aa  —  la:^  cof.  y  ^-+-  :(:{ 

aa  --'  1  aicof.  ~  -^  -^  l-^l 

a  -^  i 

a  a  —  ia-{Cûf.\-7'  -^  \\ 

Si     /î     =     5 

Si     /z     =     (j 

Ja     formule 

la  formule 

a'  -f-  ^' 

a'  -h  :(" 

a  pour  fadleurs 

a  pour  facteurs 

aa  —  zaï  cof.  y  ^^  -H  :(:( 

aa  — ■  lai  cof.  \  ^  -+-. :(;( 

aa—zaicof^^-^ll 

aa—xa7^cof.\^^-{-{ 

a  -+-  i 

aa—zaicof.^^-^:^:^ 

On  voit  par  ces  exemples ,  qu'on  trouve  tous  les  fadeurs  en 
mettant  à  la  place  de  z  A  H-  i  tous  les  nombres  impairs ,  qui 
ne  font  pas  plus  grands  que  «_,  mais  que  dans  le  cas  où  il 
fe  trouve  un  tableur  quarré ,  on  ne  doit  tenir  compte  que  de 
fa  racine. 

151.  Soit  propofée  la  fonction  a"  —  :j  ;  on  aura  pour 
déterminer  le  facteur  trinôme  pjj  —  ^P^\ <^^f-  <?  -^  Ç'Jl^i  à 
caufe  der=  — ,  o  =  tz    — r  cof.n  p ,  Se  0=  r  /In.  n  ^  ;  on  aura. 

donc  encore  Jîn. /z <p  =  o ,  &  par  conféquent  n(i>  =  (zk-^i)7Ty 
on, n(p=-zk 71.  Dans  ce  cas  on  doit  prendre  la  féconde  valeur, 

afin  d'avoir  cof.  /z  p  =  -t-  i  ;  ce  qui  donne  a  =a  —  r  de  r=  E. 
=>a.  Doncp  —  a^  ?  =  i  j  &  <p  =  '—^-  Ainfi  le  fadeur  tri- 
nome  de  la  formule  propofée  fera  ^==^aa —  ia:ç^  cof.^7r-+.  rr^ 

expreffion  qui,  en  fuppofant  qu'on  mette,  au  lieu  de  2  A:  tous 
les  nombres  pairs,  qui  ne  font  pas  plus  grands  que  /z ^  donnera 
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tous  les  faéleurs  à  la  fois  ;  mais  il  faudra  faire  ici  à  roccafion 
des  facteurs  quarrés  la  même  remarque  que  nous  avons  déjà 
faite  pour  le  cas  précédent.  D'abord  la  fuppolition  de  A  =  o 
donne  le  facteur  a  a  —  la-^  -h  W,  pour  lequel  on  doit 
prendre  feulement  fa  racine  a  —  •{.  Semblablement ,  n  étant 
un  nombre  pair,  la  fuppofition  de  i  k  =  n  donne  le  fac- 
teur aa  -^  la^  '~^\\^  ^^'  nous  apprend  que  a  -h  \  Q^  ua 

divifeur  de  la  formule  a    —  ^  . 

Exemple. 
En  fuivant  le  même  procédé  qu'auparavant,  on  obtiendra 
les  réfulcats  fuivants,  félon  que  l'expofant  n  fera  un  nombre 
ou  impair  ou  pair. 

Si     «     =      I 
la     formule 

^  —  î 
a  pour  facteur 

a  —  i 


Si     /z     =     3 

la     formule 

a'  —  :j' 

a  pour  facteurs 

a  —  i 

a  a —  2  a  :{  cof.  j-rr-^  w 


S 

t     ;z     =     5 
a  formule 

a'  —  f 

a 

pour  fadeur» 
a  —  i 

aa 

—  ia\  cof.  ^7! 

-h 

n 

aa 

—  xa\  cof. -m 

4- 

w 

Si     /z     =     2 

la     formule 

a^  -  f 

a  pour  fadeurs 

a  —  7^ 

a  -H  î 

Si     /z     =     4 

la     formule 

a'^  —  7^ 

a  pour  fadeurs 

o.  —  \ 

aa  — 

zaïcof^-^^ll 

a  -f-  i 

Si     n     =     6 

la     formule 

a«  -  i' 

a  pour  fadeurs 

a  —  i 

aa-~^ 

^^Kcofj^-^U 

aa—' 

la^cof^'^-hll 

a  ■+•1 

152. 
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lyi.  On  voit  donc  par-là  fe  confirmer  ce  que  nous  avions 
avancé;  lavoir,  que  toute  fonclion  entière  eft  décompofable, 
iînon  en  facleurs  fimples  réels,  au  moins  en  facteurs  doubles 
réels.  Car  nous  venons  de  voir  que  cette  fondlion  de  dimen- 

fion  indéfinie  a  ±  ^  peut  toujours  fe  réfoudre  en  facfleurs 
doubles  réels,  fans  compter  les  faéleurs  fimples  réels.  PafTons 

donc  à  des  fonctions  plus  compofées,  telles  que  a -4- C:^  -+->:{    . 

Si  cette  fonélion  a  deux  facteurs  de  la  forme  h  H-  9  :{  ,  la 
décompofition ,  d'après  ce  qui  précède,  ne  foufîrira  point 
de  difficulté.  Refte  donc  à  enfeigner  la  manière  de  décom- 
pofer  en  facteurs  réels  ,  foit  iimples ,  foit  doubles  ,  la  for- 
mule «t -4- f:{  -f- ?  ;(  dans  le  cas  où  elle  n'a  pas  deux  faiseurs 
téels  de  la  forme  «  -4-  â  :{  . 

i)-3.  Examinons  donc  cette  foncflion:  a      — za    •[    cof. g 

'»+-  -^  ,  laquelle  ne  peut  fe  décompofer  en  deux  facteurs 
réels  de  la  forme  »  -f-  ^n.  Si  nous  fuppofons  le  fadleur 
double  réel  de  cette  fon(flion  repréfenté  ip^^ff —  ^F^^^/^-f 
r^qqw',  en  faifantr=  — ,  nous  aurons  à  réfoudre  les  deux 

équations fuivanteso  =  a     — za  r  cof.gcof.n^'^-r'^''' cof.in:^ 

n    n  ^  .     in  ^  ,  .  ,. 

ce  G  =  —  z <2  r  coj.gjin. nip  -h  r  Jm.  z /z?  ;  ou  bien  au  lieu 
de  la  première  équation ,  prenons,  d'après  l'art.  149  ,,  (  en  fup- 

pofant;n  =  2 /z)  celle-ci:  0  =  ^  Jin.in^ — 2. a  r  cof  gfn.rKç. 
Comparée  avec  la  féconde,  elle  donnera  r  =  a-,  alors  nous 
auronsyF/z.  2  «  <?  =  z  cof.  g  fin.  «  9  ;  xx\z\sfin.  m  9=  ^fin.  n  ?  cof  np^ 
donc  cofn<p  =cof.g.  Or  on  a  toujours  cof  {^fcTr-^g)  =  cof.g\ 

donc/z?=  2^77-h^,8iip=     "^  — ^«Le  faâ:eur  général  double 

de  la  formule  propofée  fera  donc  =  aa  —  2  ^2  :j  cof     '^ —^- 

'^  "{"{'■,   Se   nous  obtiendrons  tous  les   fadleiirs  en  mettant 
fuccellivement  pour  2  k  tous  les  nombres  pairs ,  qui  ne  font 
EuLER,  întroduciïon  a  lAnal.  infin.  Tome  I.  P 
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pas  plus  grands  que  n  ;  ce  qui  deviendra  facile  par  l'applî- 
cacion  que  nous  allons  en  faire  à  ditFérents  cas. 

Exemple. 

ConfiJérons  donc  les  cas  où  /z  eft  i,  z,  3,  4  &c.  Sc  voyons 
quelle  fera  la  formarion  des  fa^leurs. 
La     formule 
aa  —  i  a  :{  cof.  g   -^    XK 

a  pour  fadeur   unique 
aa  -~  zaïcof.g    -^    Il 

La     formule 
a*    —    za*-^cof.g    -4-    ;(♦ 
a  pour  fes  deux  facteurs 

aa  ^  za  icof.^  -^  n 

aa  —  xiZ^co/*-^^^H- :{:{  ou  tf<z-f- 2  <iî  <:<?/[- -t- :j^. 

La     formule 
a*    —  2  û'  :{'  cof  g  -4-  :^ 
a  pour  fes  trois  fad:eurs 

aa  —  la  i  cof.  -^    -+-  :j :|j 
aa  —   zar^cof.  -j^ -\-  n 

aa  —  %a-{cof.—^-^  iv>^ 

La     formule 
û«    —   2  a*  f  cof.  g  -^  -^ 
a  pour  fes  quatre  facteurs 
aa  —  la  ^cof  ^   -^-  Il 

aa  —  laicof—-^-^   n 

aa  —  laicof— h  n 

«a—  zaicof.'*-^~'¥-iiouaa'^iaicof^-^ii 
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La     formule 
a'°  —   za':^'  co/.g  -+-:j'° 
a  pour  Ces  cinq  facteurs 

a  a  —  la  ^  cof.  —    -^  \i 

aa  —  xaicof.''-^-\-ii 

aa  —   za7^cof.'^^-\--{-{ 

aa  —  iaicof.^"'^-it-ii 
aa  —  2fl:^co/^4»->-gH-:{:{ 

Ces  exemples  font  propres  à  confirmer  que  toute  fonction 
entière  peut  être  réiolue  en  facleurs  réels,  foit  fimples ,  foie 
doubles. 

154.  Si  l'on  veut  aller  plus  loin ,  la  même  décompofition  aura 
lieu  pour  cette  fonction  a-+-C:j-+-^:j     "^"^î     •  Elle  aura 

au  moins  un  facleur  réel  de  la  forme  «  -f-  6  :^  dont  on  pourra 
par   conféquent  trouver  les    facteurs  réels  ,   ou   fimples   ou 

doubles:  quant  à  l'autre  multiplicateur  de  la  forme  '-4-%:{ 

-4-x:^*  ,  il  fera  facile,  de  quelque  manière  qu'il  foit  ccm- 
pofé ,  de  le  décompofer  pareillement  en  faéleurs  d'après  l'art. 

précédent.  Enfuite  la  fonction  « -i- ^:j  -+->^     -4-J':{      ~\-i\' 

ayant  toujours  deux  fadteurs  réels  de  la  forme  «  -+-  6  :(   ~^  '\ 
fe  réfoud  de  même  en  facteurs,  réels ,  ou  fimples  ou  doubles. 
On  peut  encore   aller  plus   loin  ,  &  confidérer  la   formule 

n  in  3/1  4«  </i 

a.  ^  Ç.\    -\~  y\      -^  S\      "^  ^\       ~^  ^\      •   -^^^^   ^'^''^  ^'•'   ""lOinS 

un  facteur  de  la  forme  h  H-  6:{  êc  l'autre  fera  de  la  forme 
précédente.  Cette  fonction  fera  donc  auiïi  fufceptible  d'une 
décompofition  en  fa6teurs  réels  ,  foit  fimples  ,  foit  doubles. 
Ainfi ,  s'il  reftoit  quelque   doute   fur  la  décompofition   de 

Pij 


2« 
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toutes   les    foniftions    entières ,  il   fera  maintenant  prefque 
fiA    entièrement  levé. 

155.  Au   refte    cette  réfolurion  en  fa£teurs    peut  encore 
s'appliquer  aux  fériés  infinies.     En   effet  nous  avons   vu  au- 


&c 


paravant  que  la  férié  n-  _  -4-  —-  -+-  — ^—  -+-  -^-^-j-^ 

=  t^,  &    que  e^  =  C  i  -h  A-\  ,  i  défignant   un    nombre 

infini  ;   il   eft    donc    clair    que   la   férié    i   -t-   —  -*-  -|- 

_f — _  ^  — f f_  ^c.    a   une   infinité  de  faâ:eurs   fim- 

1.2. 3  1.  i.  3'  4 

pies  I  H — %-  égaux  entr'eux.    Mais   fi   l'on   ote    le    premier 

terme    de  cette   même  férié ,  le  refte h  • •+•   

H-   Sec.  =  e     —    I  ^=  ^  I  H — f-j  —  I,   Comparons  cette 
formule  avec  celle  de  l'art.  151,  nous  aurons  a=  i  -h  ~ 
/z^=  /■  ^  6c  :(  =  I  ,  &  le  fa^Veur  général  devient  =  ^i  -t--?^)' 

—  1  (  ï  -H-T- J  cof.  -^—  CT -f-  I  ,  formule  qui   donnera  tous 

les  facfleurs   à  la  fois  ,  en  fubftituant  k  z  â.  roùs  les  nombres 
pairs.    La    fuppofition    de    z  k   =    o     donnera     le    facfleur 

quarré  -.—  ,  au  lieu   duquel  on  ne  doit    prendre    pour    les 

raifons  rapportées  ci-dclFus  que  fa  racine  ■^—.  Donc  x   fera 

un  facleur  de  l'expreffion  e*  —  i  ,  ce  qui  efi:  évident.   Pour 
trouver  les  autres   facteurs,    il  faut  obferver   qu'à  caufe  de 

arc  — 7— 7T  mhniment  petit  ,  en  a  coj.  — r—  =1 


fan.  134^,  les  termes  qui   fuivent ,   d  fparoifl!ant  à  caufe  du 
nombre   /  infiniment    grand.     Donc    le    la£leur  général    = 

-T-. — H  - — r-^ —  H-  -^ X  ,  Se  conlequemment  la  rormule 

Il  II  il  * 

<r*  —  j   fera  divifible   par    i  -i-  -^  H r-, — .  Ainfi  l'ex- 
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preffion  e    —  i  ^=  x  (  i  h -h 1 h  &c.)  > 

r  I.  2  1.  2.  3        I.  2.  3.  4  ' 

outre    le   facfteur  x  ,   aura   cette    fuite    infinie    de    fadîieurs 

\  /  ^%1tJ        \  <  lt>7C  V    /       \  l  36XW    / 

1 5  (î.  Mais  comme  chacun  de  ces  faiseurs  renferme  la  partie 
infi' liment  petite  -7-,  qui  par  la  multiplication  de  tous  lès 
facfleu  s  dont  le  nombre  eft  -^  i ,  produit  le  terme  --,  cette 
partie  ne  peut  être  négligée.  Ainfi  pour  obvier  à'  cet  incon- 
vénient  ,     confidérons     cette     expreffion     e       —    c~     = 


x^ 


Sec), 


I.   2.3  1.2.   3.  4.5 

X  X^  *  '  ,,  T 

car  e  —^  =  i \ — -4-  &c.    La 

I         i.  ■2.  1. 2. 3 

comparaifon    de    cette    formule  ,    avec    celle  de  l'art.   151, 
donne   n  =  i  ^  û=    i   h •-&  -^  =  \ :-;   le  fa£teur 

de  cette  expreffion  fera  donc  =  aa  —  2  a  :{  cof^    '      rr  -^ 

IX  X  /  X  X  \  ^     ik  4X  X 

^^    =    ,   _H    -._    -  2    (  I   -    -^)     CO/    -^  -   =   -^      ^ 

1   -î^ — rr; »  a   canie    de   col-  -.-^=1- 

La  fonction  e*  —  e  fera  donc  divifible  par  i 

■_i.  -^-?-.   On  pourra    à  préfent   négliger  en  toute  fureté  le 

terme  -^î'  ,  car  quoique  multiplié  par  /,  il  refteroit  encore 

infiniment  petit.  Mais  fi  comme  auparavant  on  fait  >^  =  o  ,  on 
trouvera  le   premier    fadteur    =  x-.    Ainfi  en  rangeant  par 

X  X  ^ 

ordre  tous  ces  facteurs  ,  on  aura   ^ —    =  x  (  i  -\~~—  ) 

(l-H-^)(l    ^-^)     (l+-f^)(l-f--^)lc. 

V  I-2-}  I.  2.  î-4-5  t.  a,  ...,7  J 
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donné   à  chaque  fadeur  une  forme  convenable,  pour  qu'en 

faifanc   adluellement    la  multiplication   ,   on  ait  x  pour  le 
premier  terme. 

1 57.  De  même ,  puifque  '-^ =  i  -4-  -^-  -^-—JT 

,    2cc    ==— '  '—^  >    ^^   comparaifon    de 

cette  exprefîîon  avec  la  précédente  a"  -4-  ^"  donnera  a=s 
I  -t-  -^;  :(  =•  I  —  -^  ,  U  n   =  i  ;    le  fadeur  général  fera 

,  ^      2  A   -*-   I  ,  zxx 

donc  =>  a  a  —  2  ^  r  col    77  -4-  ?  ?  =2-4-  -^. —   — 

/  X  X  \         ^     1  h  -t-  l  /-S  ^      z  k    -i-     I 

i   (i iv)  ^^/— i —  ""•    ^'  ^°f  ~    ; ^  =   I   — 

Li _'/ — LT   ;  donc  la   forme  du  fadeur  fera  =   — ?^   -+; 

^(2  -  -^-  I  )  ^'^  |g  terme  dont  le  dénominateur  efl;  z*  s'éva- 
nouilTant.  Mais  comme  tout  fadeur  de  l'expreffion  i  -f- 
,jLl. — \-  — t _.  i+.  êcc.  doit  être   de  la  forme   i  -4-  axx  ^ 

t.  2  I-2.5-4 

pour  ramener  le  fadeur  trouvé  à  cette  forme  ,  il  faudra 
le  divifer  par  liL_."+"  Li_I!L.  Donc  le  fadeur  de  la  formule 

propofée  fera  i  H-  -jJT^yTr  '  '^'^"  ^'°"  déduira  tous 
\&s  fadeurs  particuliers  en  écrivant  fucceflivement  &  à  l'in- 
fini tous  les  nombres  impairs  à  la  place  de  2  Â  -+-  i.  On 
aura  par  cette  raifon 

lL±J^^=  I  -4--^  -H  — ^^—  -4 ^^^  -H&c.=:ç 

^  ^^   1.2    ^^    1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

158.  Si  X  devient  une  quantité  imaginaire,  ces  formules 
exponentielles  fe  changent  en  fmus  ou  en  cofinus  d'un 
arc    quelconque    réel.    Car  foit  x  =■  \y/  —  i  ,   on   aura 
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• — : -, =  [in.  z  =  x  —  — -  —   -f-  —   —  -f- 

' h  &LC.   Cette  expreflîon  a  donc  ce  nombre  infini 

de  facleuL  (, -S±)fr  _  S^  \(,  _  AL)  (i-^i-^i 

0  -  7?Tr)  ^^■■'    ""   bien//:.  î  =  î  (.  -^)  (.  -t-  -<-) 

(— d)  (■  +  ^)0-iV)  0  +  ^)^-  Aina 

toutes   les   fois  qu'un  arc  ^  eft  tel  qu'un  des  facteurs  s'éva- 

nouifle;  ce  qui  arrive  ,  lorlque  ^=o,^=+:''»î  =  ±  i'^i 

&  en  généial   lorfque  \    '  zh  ^  ^  •>  ^  dçiignant   un   nombre 

entier  quelconque  ,   le   finus   de  ce  même  arc   doit   être  en 

même    temps   =   o  ;   ce   qui    eft   fi  évident  qu'on   auroit   pu 

déduire    indirediemenc  ces  iad:eurs   de  cette  fimple   confi- 

dération. 

eî  ^—  '  -t-  *— î  *^--i 
Semblablement  comme =    cof.  :j  ; 

on  aura  auffi  „/:,  =(i  -  ^JJ  )  (■  -^)  .(,  --lll)' 
(  I 6^"^)  ^^-^  ^*-*  ^''^  décompofant  ces  faéleurs  en  deux, 

«/î  =  0-=^)  O^^)  0-7f)  O^f^) 

(r -—■)   (ï"+"  ^~~n  Sec.  On  voitayffi  par-là  que  Ci  ^  :^ 

(  2*  H- J  )  ,  /,  >•!     (        • 

^t   St  ,  on  aura  alors  cof.  :j  —  o,-  ce  qu  il  etoit  encore 

facile  de  conclure  de  la  nature  même  du  cercle. 

159.    D'après    l'art.   153  ,  on    peut   trouver  en    outre  les 

facleurs    de    cette    expreflion    e^  —    1  cof  g  ~^  c~     ^^= 

1  f  I   —  cor.  g   -h  --^  H ^   -  — H   &c.   )    En  efFct  , 

\  J    t>  1. 2  I.  2.  3  4  / 

cette  expreflion  fe  change  en  celle-ci  :  (i  -+-    *  j  —  rcof.g 
•4-^1  —  ~i)  y  laquelle  étant  comparée    avec    la    formule 
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citée  donne  2«  =  /,^=  i  H — j-,  &^  ==  i — .  La 

facteur  général  de  cette  formule  fera  donc  =  a  a  —  za:^ 

^     îkw  -h  g       ,  1XX  (  »cx\ 

çof  .  (±.*JL^  .  Or  cof.  2  llAf^  =  I  -  z  iii5.  ±_1):^ 

donc   le  fadeur    en  queftion  fera  =A-.-   -t-  4  ^  "    *!  .-^-^ 

ou  de  cette  forme    i   -f- -, — -,  *-* rr-     Si    donc    on   divife 

l'expreffion  propofée  par  z  (  i  —  cof.  g)  y  afin  que  dans  la  férié 
infinie  le  terme  confiant  =  i  ,  on  trouvera  ,  en  raffem- 
blant    tous    les    fadeurs  ,  ^''  —  ^-  ^^f-g  -he-'^  :=  Z'  i  .+_  ^1.  N 

2(1  —  co/.g^)  V  gg-    / 

(ï^-^TT^)  (^-^(./-^g)0  (^-^-TT^T^r) 

\         (4'r-t-^)   -^  \        céîT  — g)-y  \         C6^-t-g-)v 

Et  il   au  heu  de  x  on  met  :(  K,  —  i  ,  on  aura  •   ^  _■  J     ■ 

=  ('-f)(--v)(-r^)(-^-TrA) 

f , î_)  r.  H — ^)  (,  — ^— ■)  (i-h  -^~\ 

V  23-H-g/  \  iTT-i-  g  J  \  43-— g/V  4'«-  — g/ 
«^  ___      î  \  I        î ^_^^ 

^^'  I.2C1—    Co/g)  "^  I.    2.     3.    4(1     —    "/g) 

. }, ;^— r-  -H  bec.  On  connoît  donc  tous  les  fac- 

I.  2 6(  I  —  6-0/ g) 

teurs  de  cette  férié  continuée  à  l'infini. 

i6q.  Il  ne  fera  pas  plus  difficile  de  trouver  &  d'affigner 
tous  les  facteurs  de  cette  fondion  e    "^^+c"^"*-  En  effet 

elle  prend  la   forme  ^^i  H ■. —  j    di  \i  H — — ] —  )  •    En 

la  comparant  avec  celle-ci  :  a'  +  :{' ,  on  obtiendra  le 
fadeur  a  a  —  z  a-{  cof.  -^^-H  W-»  m  défignant  un  nom- 
bre impair  ,  fi  le  figne  fupérieur  a  lieu  ,  &  un  nombre  pair, 

dans 
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dans  le  cas  contraire.  Mais  comme  à  caufe  du  nombre  i 
infiniment  grand  ,  cof.  A^  =  i  —  .^.^^  ^  jg  fadeur  gé- 
néral =={a  —   ^)* -4 -^—  (i  \'  Or  dans   ce   cas   a  =   i 

__    /?^  ^  _,   T  -4-   -._     ,  d  OU   (  J  —  ^  )»  ^  ^ rj L^ 

b  c  -^  (c—b)x  —XX  „, 

-t- =î— V-. ;   par  conle- 

quent  en  multipliiinc  le  fadeur  par  / /, il  deviendra  =  {b  —  c)* 
-t-  ^[b  —  c)x  ~r-  4^r.v  -+-  m*7T^  ,  négligeant  les  termes 
divifés  par  i,  ou  par  //,  par  la  raifoa  qu'il  y  a.  déjà  des 
termes  de  toute  eîpece  ,  auprès  defquels  ceux  ci  doivent 
difparoître  ;  &  après  avoir  ramené  les  termes  confiants  à 
l'unité  au  moyen  de  la  divifion  ,    on  aura  le  fadeur  =  i 

-l-        4(^  —  <:  )  X  •+-4XX 
m  m  x  T  ■+-  (^  —  c  )  ' 

i6i.  A  préfent  le  terme  conftant  =   i   fe  trouvant  dans 
chacun   des  fadeurs ,  la  fondion  e  dz  ^   ~     doit  être 

divifée  par  une  confiante  telle  que  le  terme  confiant  devienne 
=  I  ,  ou  que  fa  valeur  devienne  =  i  ,  en  fuppofant  x  =  o. 
Un  tel   divifeur  ne  peut  être  que  e''  ±  e'  ;  ôc  par   confé- 

quent  cette  expreflîon v--^= pourra   être   repré- 

e    ~\-e 
fentée  'par  un  nombre  infini   de  fadeurs  ;  on  aura  donc  , 
(i  c'eft  le  figne  fupérieur  qui  ait  lieu  ,  m  défîgnant  alors  un 

nombre  impair  ,^ '^  "^  ^'  =  (i  +i^''-Û\±4xx^^ 

/•  4/'  b  —  c'x  ~i-  4XX    \       /^      ,       4(.^—c)x 


9' 


>=-*-4xx    \       /  j     ,       4(^—c)x-i.4xx    N 
{b—c)'-      )      \  ajxx-+-  (i-  — c)'      y      CCC    ; 

mais  fi  c'eft   le   figne  inférieur   qui  ait  lieu  ,  ou'en  confé- 
quence   m  défigne  un  nombre  pair ,   &  que  dans  le  cas  ou 
=  o  ,  on  prenne   la  racine  du  fadeur   quarré  ,   on  aura 


m 
h 


\  b—c/     \  4^^    +(i^c)^     J 
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i(Î2.  Soit  fuppofé  6  =  0,  hypothefe  qui  peut   fe   faire 

X         .  C     _ X 

fans   détruire  la    généralité  ,    &c    on  aura 


1   -+-  < 


f       —  e       e 


.     L    ^cx^^xx  \    /      - 4^xH-4^^N   g^^.    5oiç   à  préfent 
,:    une  quantité   négative,    &  nous  aurons  ces  deux  équa- 

jA:^^—  c^-a:  .         ^    4c^->-  4^^   ^.      ,     4':^-+-  4>^Ar-\ 

tions  : ^Tc v^  '+"T7TT7;  V  "*"  T^i^mr^ 

Multiplions  la  première  formule  par  la  troifieme ,  nous  auroni 
pour  produit  =^^ ^ — i  mettons  ^  pour  2  x , 

*  '  !-+-«+« 

,y  -H  .-y  -t-  e^-f-  .-^ 
nous    obtiendrons   alors     1        :r^  =    .    .    . 

y    I  T7T7<:      /       \  ^T  -+-  fc      /        \  9^!^  -HCC     / 

r.  _i-  ^^y+^^>  r  I  - ^y  -^yy^  (  i  -f-  .Ln^—nL.)  ô:c. 

V     "^9îr«--t-  ce/    \  15^^-l-ccy     \  a5^^-f-ccy 

Si  nous  multiplions  la  première  par  la  quatrième  ,  le  produit 
fgfa  — j   mettons    y    au  heu  de   zx , 

&    nous  aurons  -^ 37; •     ^=     \^    "*"  Ty 
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\  ^^  -i-  ce      J    \  45rT-+-«C/\  ^vv  -^  ce      ) 

Alulciplions  la  féconde  par  la  troifieme  ,    il  en  réfultera  la 
même  équation  à  la  différence  près  que  c  devra  être  pris  né- 

c  —   c y  —y 

gativement  ;  en  efirec  nous  aurons  — = 

e  *"  —  e 

V  '  — r  )  \^-^ ..-i-cc   )    K  '       4--  H-  ce  ) 

(   _,  _ilZ_±_>L>'  >  (i  —  ""=  y   -^  y  y  \   r  ^çy  +yy  \ 

(I  —  _1£2 — ■  .^^  )  &c.  Enfin  multiplions  la   féconde  par  la 
quatrième  ,    ce    nous    aurons    


e     —  e 


\  c  c   y     \  43-;r-+-cc/\  4jrT-f-<;<:y 

/j  —  ^  c  y  -^  y  y  \  /'j  _j_  ^  '^  y  -f-  yy  N  A   —  ^ç  y  -^  y  y  \ 

1(^3.    Il   fera    facile  à    préfenc  d'appliquer  au  cercle  ces 
quatre    combinaifons  ,   en    iuppolant    c    =  g  y^  —   i    &; 

y  ==  V  V^—  I   :  eii  eiret  on  aura  e  -f-  c  = 

a  <:c/.  v;i2  —  e        ^         =   iV —  i.    fin.  v  ;     6c 

1  V^ —  I.   Jîn.  g.     D'après  cela  ,  la  première  ccmbinaifon 

dcoÇ.  V  H-  coÇ.  g                                     V  V                                       V  ♦ 
onne  —^ — — S-   =  i -— — -r-    -H  • . 

I    -t-  To/g  1,2  (H-co/.g-  1.2.  J.4(I^f,/:g- 


I .  2. . . .  6  (  I    -+-  f  c/  !■  ) 


114  Ce       la        HtCHERCHE 

/'i_f.-=^''^=_^^->  ^-_AfZ_ziZ^)  ^c.=^(i^-^^) 

V  TTF/   ^  ~^—  ^  /  V  ^  ■*■  g  )  V  3  "■  —  g  A 

(.-77^)(.-T^)(.+  îT^)^c.    = 

1  —  -jT^^gV)  \  '       T^^Ty)  \         (  3  -  -  g ) *  / 
(^-   (T^^TTf)    (^^(5/-.)')    ^^-    La  quatrième 

I   •        • ,-  j  cof.  V    —     cof.  g  V  V 

combinailon  donne  -  ^  _  ,,^.  g      =  î 1. 2(.   _  co/.g) 

^    .^! iL h    ôcc.    =8 

^^       I.  2.  3.  4(1  —  co/gr)  I.  2. .  .6(  I   —  co/g) 

V  gg/        ^  4'f''   —   gg/^  4''=^—  gg^ 
(  ,  ^  -^/---^   )  {  I   -    Y^  -  "M   &C.  =   (  I    —  -  ^) 

C^       ïi)  V  ~~  (^--s)'  )  \^  ~~  i^-^g)-)  V  "~(4--g)J 

(-.  ___  — ■  ^    ôcc.      La  féconde  combinairon    donne 
(4^  -*-g)'  / 

/?'^^^"--    =  I  -H  -/ ^,  H-  — ^-^= &C. 

fin.  g  fin.  g  1.2.  3/n.  g  l.i...^fing 

^  (  ,^JL\  (  j^  J^J^n-V-)   (  I  -  Ml-z^^j^\ 

\  g   /     \  Tix  —  gg     y     \  4"'  -  gg     / 

f ,  -4-   -^^)    (  I    •  -^-)    (  I '—)  ô^c.  Et  fi  oa 

Vît— g/V  3'»--*-g''V  4»r-i;/ 

prend  v  négativement ,  on  trouvera  la  troifieme  combinaifon» 


©ES     Facteurs     trinômes.  h^ 

\6^.    Les    expreflions   mêmes    que   nous    avons    trouvées 

d'abord  {un.    161}   peuvent   auffi   être   rapportés    aux    arcs 

de  cercle    de  cette    manière  :    puifque —    = 

2  +  f'^-+-e~~^  2H_e'^^_j~'^ 


fi  nous  faifons    c  =  g  y  —  i,    &c  x  =  ^y^  —  i   ,    cette 


cxprefllon    Ce  change  en   celle-ci   :  '^°LS_:^i_^:  'P — îj_ 


co, 


?/?  r  -H  .  Nous  aurons  donc  [  à  caufe  de' — — %— 

J      \  I  -i-coj.g  ^  i  +  coj.  g 

=  i^"g-  \g)  <^°f-  \  -+-  ^^^g-\gfi^-  î  =    ï  -4-  -f   tcing.  \  g 
^-^ —  tang.    ^   ff'\ ^' —  -4- ^^ X 

1-  a  i.  2.  3  a       -^    e>  I.  2.  3.  4    ^^     1,    2.    3.    4.    <f 


^'^'^^-  l^  -  &c.  =  (i  >^  ±^  -  -*"   )  f  I  -H  ^^^-"^n 

( . -*-l,^i;^^)  ^^-  =  (  ■  +  ^  )  ( .  -  v^) 
(.  +  î^)  (.  -  T^)  (.  +  ,-^)  (,  -  ;^,)a.c. 

Pareillement,  l'autre  expreflion,  fi  l'on  multiplie  le  numéra- 
teur &  le  dénominateur  par  i  —  c~\Cq.  change  en  celle>ci  : 

■ -^        ZTT  •    Cette    dernière  ,    en     faifant 

2  —  e      —  c 

c=gv^—  I   èc  x=7V~ï  donne  ^^/- ^  -  ^'^■/^  (/ H^  ^ 

coC.t  —       ^'     ,"  ^    =    co/7  7 ^^^-i — .    On    aura    donc 

foC  r  —  cor.  ~  e.  (în.  7  z=:  i  —  -^-  cor.  -i^ ^^-  H ^ — - 

«•  ^-  O     J  ^  1  247  j_2  1.2.3 

V        4"»— ^^  /  \        i6xx—gg  /  \        36^3-  — gg-y 
=  (--^)  (■^rfij)  (--rfij)  (■  +vi-J 


ii5  De  l'usa.ge  des  Facteurs  trouvés  ci-dessus, 

2-î 


I  — 


11  aura  - 
I 


^  Sec.   Donc  fi  on   fait  v=z^,ou;(  =  7V. 


coj:  i  g 


cof.  -f  V  -i-  tang.  \  g  fin.  i  v  = 
coj.  j  r  ^  ^       6  y 

I  ^  — ^  )  r  I  -  -^— )  r  I  -4-  — ^^ — ^  &c. 


.  ^g  fn.^   V   =  (  I  —   y) 

-  — ^^ —  A  &c. 

4  s   —  ^     / 


Jîn:ig  ■^      ■  ïOJi  \  g    J 

_Z__^    (iH._I__)    (: 1—)    5CC. 

air  — g-    /     >»  ^■^-i-s   }     ^  4^^— é'/ 

La  loi  progreilive  qu  obfervenc  ces  fa6i:eurs  eft  aflez  fimple 
&  uniforme.  Et  ces  dernières  exprelîions  redonneront ,  par  le 
moyen  de  la  multiplication ,  celles  que  nous  avons  trouvées 
dans  l'article  précédent. 


»-».-rCT,-^r~arg»ii!3ijmJUUll.»l,J^1»aag» 


CHAPITRE     X. 

De  l'ufage  des  Facteurs   trouvés  ci-dejjus  ,    pour 
la  fommaiion  de  Séries  infinies, 

165.  Si  I  -4-  ^:{  -4-  5f -f-  C^'  ^  Di*  -h    &c.  =a 

(  I  -h  al)  (  I  H-  ^  ^  )  (  I  -+-  7-  î  )  (i  -h  S'i)dic;  ces  hc- 
teurs ,  quel  qu'en  foit  le  nombre  fini  ou  infini ,  étant  mul- 
tipliés les  uns  par  les  autres  ,  doivent  redonner  la  fuite 
1  ^  A-{  -\-  B-^  -^-  C^'  -+-£>:{*-+-  &:c.  Le  coefficient  A 
fera  donc  égal  à  la  fomme  de  toutes  les  quantités  a  -f-  C  -t- 
^  ^  <r  _f-  ,  -^  2cc.  Pour  le  coefficient  B ,  il  fera  égal   à  la 
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fomme  des  produits  des  mêmes  quantités  prifes  deux  à  deux  ; 
c'eft- à-dire,  qu'on  aura  5=  aC-+-  a.  y  -+-  a  S-  -\-  Qy  h-  Q  i 
-4-  7  cT  -t-  &;c  ,  &:  en  égalant  le  coefficient  C  à  la  fomme 
des  produits  de  toutes  les  lettres  prifes  trois  à  trois  ,  on 
aura  C  =>  aCy  -h  «^<r-H  ^yS'  •+■  ctyS-  ~^~  &c.  On  aura 
de  même  D  =  z  h  fomme  des  produits  des  lettres 
prifes  quatre  à  quatre  ,  &  ^  =  à  la  fomme  des  produits 
des  lettres  prifes  cinq  à  cinq,  Sec;  tout  cela  eft  connu 
par  l'algèbre  ordinaire. 

i66.  "Puifque  la  fomme  des  quantités  a-4-C-f-7.-t-<r-4-. 
&c,  &  celle  de  leurs  produits  deux  à  deux  font  données, 
on  pourra  en  conclure  la  fomme  des  quarrés  ^^  -Hé"  -+. 
y*  ■+-  <r*  -+-  &;c  ;  car  elle  eft  égale  au  quarré  de  la  fomme 
aies  quantités  fimples  ,  moins  celle  du  double  de  leurs 
produits,  en  les  prenant  deux  à  deux.  On  peut  déterminer 
d'une  manière  femblable  la  fomme  des  cubes  ,  celle  des 
quatrièmes  puifTances  èc  des  autres  puifTances  plus  élevées. 
£n  effet  fuppofons 


p  =  «  +  e 

^     y        -^     J^       .4_     t        ^     ^c. 

Q  =  ^  -^  e 

-H  >*  -4-  <r*  H-  ê'  -1-  &c. 

R  =  J  ^  c' 

-h    y^    -4-    «r'    4-    e'    -H    èCC. 

S    =  a-*  -h  ff^ 

■+•   y'^   H-    J^*   -H    i'^    H-    &c. 

T    =    a'    -^-    c' 

-H  y'  -h  <r^  -H  i^  -t-  ace. 

r  ==.  J  ^  c' 

-H    y^    -+-    /    -h    s'    H-    èCC. 

Les  valeurs  àe  A ,B,C ,D  &c.  étant  connues,  on  en  déduira 
de  la  manière  fui  vante  celles  de  P,  Q,  R^  S^  T,  y^  &cc. 
R   ^  A 

Q  =  AP  —  iB 
R   =  JQ  —  BP  -^  ^C 
S   =AR—  BQ-hCP— ^D 
T  =  AS—BR^CQ^DP-^^E 
r  ^  AT  -  BS  ^  CR  —  DQ-i^  EP  —  ^F 
£cc. 


ii8  De  l'usage  des  Facteurs  trouvés  ci-dessus. 
Avec  un  peu  d'attention  on  appercevra  fans  peine  la  vérité 
(«)   de  ces  formules  ;  au  relie  elle  fera   rigoureufement  démon- 
trée dans  le  calcul  différentiel. 


1.2.3.4.Ç 


167.  Ayant  trouvé  ci-deffus! — _! —  =x(^i  "^TTr^"^ 
^  I  H ^^  ^   ('  I  -H  -^^  ^  5cc  :  on  aura  i  -4-  -^  -H 


3-4-$ 


1.1.3. 


-^-  Sec.  ==  (  ï  -+.  —  )   (i-+-^^^   (ï-^-r*") 
l   I  H J^  ^  ôcc.   Soit   XX   =:  -ïïTf  r      alors    i    -f-  -^^  r   -+- 

\  léîTTry  ^  I.  2.  3    T- 

1. 2.3.4.5*^       1.2. 3.. ..7^  ^       T- '  \        4  T-y  \       9^/ 

/iH--^:{j  C^  "*"  ~"î)  ^'' »  ^"  appliquant  donc  à  ce  cas 
la  règle  précédente  ,  nous  trouverons  A  =  ^  \  B  = 
-^—  ;  C  =  — —  ;  D  ==  -7^00-  Sec.  Suppofons  donc       .     .     , 

120  '  5040  '  3628S0  r r 

P  =   I   H---^--h«-^-*-— -+--^-+-&C. 
4  9  16  15  36 

'^  4  9  lo'  aj*  36* 

4'  9'  i6'  25'  36' 

^    =    I    -H  -  -h  -   -H  77-,  -+-  — ;  -H  -t;  -f"   &C. 

4*  94  16*  25*  36* 

r  =  I  -H  ^  -4-  -',  -H  4-.  -^-  — ,  -+-  '-77  ■+-  &c. 
4      9      16'     25'     36* 

&c. 
En  déterminant  les  valeurs  de  ces  lettres  par    celles  des 
lettres  u4  y  B^  C,  £),  &c.  nous  trouverons 

c  =  - 
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R  = 
S  = 
T 


IZ9 


94) 

9450 


93^î) 

&:c. 
168.  Il  fuit  donc  de-là  qu'on  peut  avoir,  au  moyen  de  la 
demi-circonférence  77  la  fomme  de  toutes  les  fériés  infinies 
comprifes  dans  cette  formule  générale  i-H— -t-— H — --i~  &c. 

toutes  les  fois  que  n  fera  un  nombre  pair;  car  la  fomme  de 
cette  férié  aura  toujours  un  rapport  rationnel  avecTr".  Au 
relie,  pour  faire  mieux  connoître  la  valeur  de  ces  fuites, 
j'ajouterai  ici  plufîeurs  fommes  de  ces  fortes  de  fériés  expri- 
mées d'une  manière  plus  commode. 


I   -f-  — -H  — 


I   -t-  —  -{-  — 


I  -t-  — ,  -f-  — 


I   -h  -^  H-  — » 


I  ►^ 


f   »f-  — 


I   +Tr.H- 


2'8 


-^7^-^Tî-*"  ^^^-=7 


4"       s* 


"t;  "+*  ~t;  "+"  ~r  ~f"  "tt  ~t*  &c.  = 

2-0  3'°  4.0  ç.o  j    j, ^ 


I   -t-—i-f-Tr.H — r,  H — r^-H  &c.   = 


1.2.3  ■ 


5" 

;-^ 

&c. 

I 

;H- 

&c. 

1 

i-^ 

ace. 

I 

.-t- 

&c. 

1.  2.  3., 


,13  lOÎ 

7X    ' 


•15 


3617 


,'« 


1.2.5... 
2>8 


,17     15 

43867^ 
,19      il 

1222177     10 


1.2.3. 


55 


EuLER,  Introducîion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I. 


R 
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I    -+-— T-Î---H rr-H-T;-H  &CC.  = 

2--         3--        4-'         5-'  I.2.3.... 

7  I  I  I  „  2" 

I    -J-         _}„_}-         _| ^_|>  &c,  = 

a'*         3-+        4-+         5'+  1.2. 3.. ..25         273 


1  -f-,'.+  T^-+-T^  +  7n-^  ^c. 


IIS'18204^5     ». 

273 

2^  76977927     -, 


1.2.  3....  27 


J'expliquerai  ailleurs  l'artifice ,  au  moyen  duquel  on  a  pu 
arriver  à  ces  réfultats.  Je  les  ai  donnés  d'avance,  parce  que 
h  férié  des  fradions  i,f,  f,  -f,  |,  tIt»^»  ^c,  quoique 
(x)  très-irréguliere  au  premier  afpecl,  eft  d'un  très-grand  ufage 
dans  beaucoup  d'occafions. 

I  (jc). Traitons  de  la  même  manière  l'équation  donnée  (art.  157); 
nous  avions  trouve  ■ •  =-1-4-  - —  ~i h ? 

2  I.  2  I.  2.3.4  1.2.  3.4.  J.O 

Suppofant   donc   x*   =  '"—  ,   nous    aurons    i   -f-  -^  r   -+- 

Tfb^n+.-rfx4-a'+&c.=(.+,)(,+i5)(,+i,) 

(i  -f-  —  :{^  &c;  6c  faifant  l'application  de  la  règle  précédente, 

nous  trouverons^  = -^^;  jS= — \C= '^    —   &■<- 

1.2.4'  1.2.3.4.4^/  1.2.3...6.4Î '^*- 

Donc,  fi  «ous  fuppofons 

p   =  I  H__L_^_! 1^ ^,_J h&c. 

9  ^5  49  ^i 

p  =   I   H-    \  H ^  H L-  -H  -i-  _t-  &c. 

'^  9  ^5  49  8i' 

9'  2ji    ^^    49!    ^^    8ji    ^^   ^^* 

9'  2Ï+    ^    49*  8i4   ^  ^^^* 

£cc. 
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Nous    obtiendrons    pour    P^    Q ,  R  »  ^  »  ^<-C-   les    valeurs 


170.  Les  mêmes  fommes  des  puiflances  des  nombres 
impairs  peuvent  Te  déduire  des  fommes  précédentes  ,  dans 
lefquelles    fe    trouvent    tous    les    nombres.    En    efet.,    It 

A/  =  I  H -H -H -H ■  -{-  £cc.   en  multipliant  tout 

par  —,  on  aura  ^  =  71;  H -,  -i-  -^„  -f-  g^  -V-  c^c,  lerie,  qui 

ne  contient  que  les  nombres   pairs ,  £c  qui  fouftraite  de  la 
première ,  donnera  pour    refte   tous  les    nombres  impairs  j 

ainfi  on  aura  M -,  =  — z— •  Af=iH — -„  H — -„-\ — -,  -f- 

2  2  3  5  7 

i-  -f-.  &€.  Mais  fi  on  fouftrait  de  M  la  férié  —  prife  deux 
9"  .  .    ^  ,       . 

fois,  les  fignes  feront  alternativement  pofitifs  èc  négatifs, 

&:  on  aura  M—  _  = M=i— --f--—    .-|- 

2"        i" —  '  234 

^  —  6"  "^  ^'''  ^"  pourra   donc,  au  moyen   des^  principes 
expofés  ci-defTus,  fomraer  ces  fériés 

>_    j.  3"    —    4"  5"   —    6"  7"   — 

I    -t-  -,  -4-  -^  -+-  '-'    -f-  -,  -+-  -^  -+-   ^C. 

3"  5"  7"  9'  n'- 

pourvu  que  n  foit  un  nombre  pair;  &  la  fonime  fera  =  Att  , 
^  étant  un  nombre  rationnel. 

171.  Les  expreffions  trouvées  (art.  KÎ4)   fourniront  aullî 

Rij 
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des  fériés  également  remarquables.   Car,  puifque  cof.{  v  H- 

^^^^.  f  ^/'^.  i  V  =  (i -+- ^-^^)  (x  ^  ;^^)  (iH- 3-;:^^  &c  ; 

fi  nous  ruppofons  v  =  —  ^&:^?=  —  tt,  nous  aurons  f  i  -1-  —^  \ 
(, ï_)     (i-h-^)     (i--i-)     (^+-^) 

X ]  &c.  =  col. h  tanp.  — •  Un.  —  =  i  H x 

^n  -\-  m  )  ■'in  o     ^.n    ■>         m  z  n 

îanp^. r ?-;  '^^'^z?- 7rô~,  "^  ^'^-  Cette 

'■"■6     2«  a.  4«'  a. 4.  072'  c>     in  2.4.6.872« 

expreffion  infinie    comparée   avec   celle   de   l'art.    1^5  don- 
nera  ces  valeurs  -  ci    :    A  ■=  —  to-ns.  —  •  ti  = :  ? 

2/1  t'        2«    '  2.4«' 

_,  Î5-'  "'    "■  T-»  ar+  jri  w'  . 

C  =! r-r  ^^«/S-  —  i  -^  = r^— ^  >   ^   = T-Q ;  X 

2.4.6n'  tJ     2/j  '  2.4.6.».«+'  2.4.6.8.10.'»' 

;a«^.  —  oCc;  mais  alors  a  =  ■ ;  ç  =  —  — -—  •  y  =  

j-  — î —  :   e   =     — ^^ —  ;  I  == Î--  &c. 

171.  Ainfi,  d'après  la  règle  donnée  (art.  i<î(j)  nous  obtien- 
drons les  fériés  fuivantes. 

P  —    —  _    — (-    —    4-    — h&c. 

n  —  m  n-i-m  3«  —  m  '^n+m  5« — m  ^/i-t-m 

O  ==7 T. -+-7 r,  +  ;— r,-i-7 r^  +  z r.  +; Tx+^^* 

«-        (/2— m)*       {n-^my       (^n  —  my       {■^n-i-my      {■^n  —  my       («jn^-m)* 

(rt — my       (n-+-m)'       (3/2  —  m)'       (3/2  —  m)'       (jn-f-m)' 
r>  I  I  I  I  I  o 

V       ^L   ^_^^^__  .4.    J  -        I       I  g^Ç 

(n  —  m)*       (/2+m)*       (3«  — m)*       (3/2 -»-m)»       (5/2  — m)* 

y...      I I        ,        "  '        I        '        _.    &c. 

(n  —  my       (n-i-my       (3.'2  —  m)'       (3/2  +  «)'       (5/2  — m)' 

/^= 1 1 ■ — I (- 4-     &c. 

(/2 — my       {n-\-iny       (322  —  m)'       (3'2-(-m)«       (5/1  —  222)' 

&C. 
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Or 

en 

faifanc  tang.  ~ 

nous  l'avons  fait  voir. 

P 

z  n 

Q 

4nn 

R 

8n' 

(zkk  H-  2)  ^> 

2.  4.  n'- 

(6h^-^6k):,i 

2.  4.  6.ni 

(24/C+-,-  32A:'-t-8) 

■X* 

2.4.6.8/2+    ■ 

(120A'  -1-  200  Â:'  ■+- 

80A-)  ;t' 

*^    48/2+ 

'  96/2'  _^  2.4.6.8.10/2' 

173.  On  peut  traiter  de  même  la  dernière  formule  de 
l'art.    1^4;        

(I —  H  I  H-  — - —  ^  &c.  Si  nous  fuppofons  v  =  —  ^ , 

ge=  —,  7T  ^  tang.  —  =  kj  de  manière  que  cot.  ^  ^  •.j=  -i  • 
la  formule  ,   dont  il   s'agit  donnera  cof.  —  -f-  -7-  /T-^.  —  = 

jl   J_ __  ^_   ,  1  1  I      _    __  Rrn 

2nk         2.4/2/2         2.4.6./ï'A         2.4.6.8/2+         2. 4. 6.  S.  10/2' A 

V  /n/  \  2/2  —  /;/y  \       "^2/2      /72/  \  4n  —  my\  ^n-^mj 

(&c.   Comparant  avec  la  formule  générale  (art.  KÎ5),  on 
aura  A  =  -^  ;   Z?  = ^^^  ;   ^  = Çn  ;  -D  = 

in  k^  l.^nn  '  2.4.  6/2'  A  ' 

— z-Q— .i  -^  =■ — F^- -e;  ^^^5    ^  'ss  faâieurs  donneront, 

2.4.6.8/2*'  2. 4. 6. 8. 10/2' A  >  '  » 

^  _  1.  f  =  _  _L_.  .,   =  __• .  j l__  .  j  _. 

m  '  2/2 — /n  '    ''  2/2-t-/n'  4/2 — /ra  ' 

-1-    &:c. 

4/2-+- /n 

174.  Ainfî,   d'après    la    règle  donnée   (art.    iC6)  ,   nouj> 


134   De  l'usage  des  Facteurs  trouvés  ci-dessus, 
formerons    les    fériés    fuivances ,   6c   nous   affignerons   leurs 
femmes. 


-\- 


~\- 


4r.-^-m 


m)- 


-H 


(in-;-;?;)"  (4„_,,v)^-  [^n-^my 


(in  —  my  (zn-^my  (4n  —  m)'  ^^  (4/2-+-/«)' 

ç  ^_L  _j 

m*  (1/2  — mj+  ~^  {zn-rm)*   "^  (4/1  —  772)+  "^  (4/2-+-^)+ 


—  &LC. 

6cc. 
6cc. 

2cc. 


P=  A 


nk 


(2/2  —  m)(  (2n-l-m))  {471  —  my  (4/j-+.m)S 

£cc. 
Or  ces  fommes  P,  Q,R^S  Sec.  fe  trouveront  de  la  manière 
qui  fuie. 

I  !r 

•2.11  k 

2.4.72^  k'^ 

(6-4-6^^:)^? 

2.4.  6  ni  i« 

2.  4.  6.  8  n*  A* 
(lio  H-  200**  -I-  8o/^+)x' 
2.  4.  6.  8.  10  /2'  ^' 


»-  4nnkk 


R  = 


S  = 


872' *î 

(/^4-{-4fefc-«-3)a-* 

48  72+*t 

{zk*-{-'^kk-\-'Ç)  is\ 

96/2'  /t' 
(2i''-f-i7i+-{-30^*4-i5)'T*      =  (720-4-  i440kk-^^i6k^-i-^6k')'!i* 

96072°^*  2.    4.    6.    8.    10.    12.    72^    /t^ 

&C. 

175.  Ces  fériés  générales  méritent  que  nous  prenions 
quelques  cas  particuliers ,  en  déterminant  en  nombres  le 
rapport  àe  m\  n.  Soit  donc  d'abord  m^=-  \   èc  n  =  i ,  k  fera 

=  tang.  ~    =    i^ng.  45"  =  i  ;  &:  les  deux  clafles  de  fériés 

deviendront  les  mêmes  ;  on  aura  donc 


I   H- 


3 


r 


5 


5 


7 


— ■  Sec. 


-i-  -i-  -^  -f-  &c. 

7'  9' 
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=1 : 1 : r-   -^ CCC. 

3-  3'  5'  7'  9' 


3*  5"  7*  9* 


irCC. 


5-'  _2. )u  _i ^L_  ^_  _^  V 

1556  3'     '     5'  7'  9' 

960  3'  5^  7*  9* 

Nous  avions  déjà  trouvé  (art.  140)  la  première  de  ces  fériés. 
Parmi  les  autres  celles  qui  ont  des  expofans  pairs  ont  été 
calculées  (  art.  i  ^9  ) ,  &  celles  dans  lelquelles  les  expofans 
'  font  des  nombres  négatifs  (e  préfentent  ici  pour  la  première 
fois.  Il  n'y  a  donc  point  de  doute  qu'on  ne  puifle  afliojner  au 
moyeu  de  la  valeur  de  tt  les  fommes  de  toutes  ces  iénes; 

I  I  I  .  I  o 

I  —  -irz7  -^  ^ir.  —  -iï3r.  "+"  -^rz7  —  &c. 

176.  Soit  maintenant  ;«  =  i,  /z  2=  3;  alors  k  =  tang-  ~  =^ 

zang.  30°  =  -—  ,  Se  les  fériés  de  l'art,  lyz  fe  changeront  en 
celles-ci  : 

■X- I  I  I  I  J|_  1      .  1  .     C^ 


W  9[ 


27  2^  4>  8'  10'  14'  16' 


+  5cc. 


zz=   — -4- -4— "4-    &C 

i62v'3  2'         4'  8»  10'  14Î  16« 

&:c.  ou  bien 


3^-3  24578 

i^=i  ^l4--L4-  JL  +1   +    In-  5cc. 

27  2'  4*  5-  7'  ô 

^^=  I  -  -  -f-  -  -  ^  H-  ^.         g,  >4^  5:c. 

ace. 


i}<3    De  l'usage  des  Facteurs  tkouvés  ci-dessus  , 
Tous   Içs   nombres   divifibles   par  trois   manquent  dans  ces 
fériés.    Celles   qui    ont   des    dimenfions    paires    peuvent    fe 
déduire  des  fériés  déjà  trouvées,  en  s'y   prenant   de  cette 
manière  :  puifque 

-I^L-  =  I  -h— -h-^-+-  -^  -i-^H-  6ic,&;  que  par  conféquent 

6  2.'         3-  4  5  '■ 

6.9  3'         6'         9^  12'  54 

cette  dernière  férié  qui  contient  tous  les  nombres  divifibles 
par  trois ,  étant  fouftraite  de  la  première ,  donnera  pour 
refbe   tous    les    nombres   non -divifibles   par   trois:    ôc    par- 

j-^iit  — —  =  2 =  1-1 — --{ — --t-  —H — -H-  ôcc ,  comme 

54  27  1457 

nous  venons  de  le  trouver. 

177.  La  même  hypothefe  de;72ï=i,/z==3,&cÂ:=— j 
appliquée  à  l'art.  174  fournira  les  fommations  fuivantes  : 
_JL_==   I  _-L-t--^--^^-^~— H--^ &c. 

av/3  s  7  II  13  17  19 

9  S*         7'  II'  13*  17'  '9' 

i8v'3    ^"    ^  5'         7'  11=  13'  17'  19' 

Les  dénominateurs  de  ces  fériés  contiennent  feulement  les 
nombres  impairs ,  excepté  ceux  qui  font  divifibles  par  trois. 
Au  refte,  les  dimenfions  paires  peuvent  fe  conclure  de  ce 
que  nous  connoiflTons  déjà  :  car  puifque  nous  avons 

"■"■  .1.1  i.i         .0  -1     y       r  • 

— - —  =aiH -H -H .-f.—    -t-&:c,ils  enluit  que 

8  3'  5'  7"  9  ^ 

■X  ■^  I  I  I  I  .  rr  v 

^      _^        _j ^ -4-  Sec.  = , 

8.9  3'         9'  15'        21'  72 

férié ,  qui  contient  tous  les  nombres  impairs  divifibles  par 
trois,  6Î  qui  étant  fouftraite  de  la  fupérieure,  donnera  pour 
refte  la  fuite  des  quarrés  des  nombres  impairs  non-divifibles 
par  trois  ;   favoir 

3"   T  .1.1  I  I  n 

-^  =   I   +  yr  H-  ^  -H  771  -^  73-'  ^  ^^* 

178. 
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178.  Si  on  ajoute,  ou  Ci  on  foullrait  l'une  de  l'autre  les 
fériés  trouvées  (art.  172  &  174),  on  en  obtiendra  d'autres 

également  remarquables ,  favoir .     .     . 

^ »■  ,     5!"  1  I  I  1,1     _j_ Q ^    (^^+1)^.. 

-n         zr.i'i  m         n—  m        n-'rVi        in  —  m        in-^  :r.  2.  n  k 

or  /t  =  tartff.  —  =  '—  OC   i  ^~  kk 


t>' 


cof.^^  (cor.~\ 

onc  —  =  1  [m.  —    cof. —  == /^^-  — .  Cette  valeur 

étant  lubftituée,  nous  aurons 


-H-- 


n  m. —  ^  ^ 

•'  72 

—  &;c.   On  aura  femblablement  par  la  fouftraclion      .     .     . 

X      k  «■ (l  —  kk)  T  I  I  ^  I  1  I 

znk  z  n  znk  m  n  —  m         n-i-m  zn — m  zn  +  m 

— h  - — ; otc.  Ur r-7  =  i^"S-  ^'  —  =  tans. 

3/2  —  m  "^n-Jf-m  im~kk  °  zn  o       r 

fin.  ^Lf. 


col. ■ 

-'         n 

cof.  '"  _ 


*    Donc 


■+--^--^+-i ^-f-Scc. 


m         7! — m         n-i-m       2» — m  .     z/i-t-m        37Z  —  7« 


/7.  /z/Z,  ^^ 

Les  fériés  des  quarrés  &  des  autres  puiflances  plus  élevées 
de  ces  termes  fe  trouveront  plus  facilement  par  le  calcul 
différentiel. 

179.  Comme  nous  avons  déjà  traité  les  cas  oii  /«  =  i , 
&  72  =  2  ou  3  ;  fuppofons   à  préfent  m  =  i,&  n  =4, 

alors  /in.  -^  ==  fin.  —  =  -^  S^  cor.  —  =  -,  •  Donc     .     . 

■'  n  ■>  4  y'z  •'4  yz 

2V2  3  î  7         9         II         »3         "5 

X  I.I  II  III,- 

--I J 1 1 f_    g^c, 

4  3  ï  7  9  II         n  15 

EuLER ,  Introducllon  a  l'Anal,  infn.  Tome  I.  S 


ijS    Djs  l'usage  des  Facteurs  trouvés  ci-dessus. 

Soit  /72  =  I  ,  &:  /î  =  S  ,  on   aura  ^  =  |-,  ci  //;.  -  =! 

r  ^ 
COI   — 

-'     ■    8 

_  I  I  I  I  1  D 

, I =  1  — i i h  &:c. 

8(^2  —  0  7  9  15         .17  ^3 

Soit  maintenant  m  =  3  ,  &  /z  =  8  ;  dans  ce  cas  ^  =  I^, 


s 
.'ou 

£^A_£_-=  — ^ —  ;  ce  qui  donnera  les  fériés 


ôc^..¥=^-(i-4-T^,)e^-y:ï  =  i^(v-^);d'où 


ÎT  I  I  I  1  I  I  o^ 

î^^-v'i)  ~  7  "^  7  "~  n  '     13      19     il 

8(^2+0         3  5  "         '3^        '9        il 

l'^o.'  En  cbmbinant  ces  Fériés ,  on  trouvera  :     .     ,     .     - 

.       4   .         ;   3  -  5    7    9    II   13   15   17  ■  19 

^V^  -     y — i =  1 —  —  H 1 1- ^' —  ^-  &c 

4  3    5    7   9   li   13  -15   17   19 

.  .   •  -  8  3    5    7   9   lï   ï3   I)'   17   19 

,  I  ■  -.  8:      ;■  ;-.  3   5   7   9   n   13   i^   17  19   ^^^ 

8.  3    5   7   9   II   13   '5   17   19 

■^{^/^4-^— ^{4— -W ■"-)]_ j^       i    i    i  ^  i  ,  \  ,  '  _  ^  1  '_  ■-!_  gcc 
8  3    5    7    9   II   13   15  -  17   19 

On  peut  aller  plus  loin  ,  en  fuivant  un  femblable  procédé  & 
faifant  n  ^=^  \6  èc  m  =  i  ou  3  ou  5  ou  7.  On  trouvera  de 
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cette  manière  les  Tommes  des  fériés    i ,  —>  —  >—>  —  8<:c. 

3       5       7       9 

dans  lerqùelles  les  variations  des  fignes  -V-  &c  —  fuivroient 
d'autres  loix. 

181,  Si  dr.i-:s  les  fériés  trouvées  (  arc, '17R)  cn/réunic  deux 
termes  en  un  feul  ;  ou  aura       .     ..-.'.-..,. 

_J -, —   4-  &C. 


"■  &c  par  conféquenc 


tcc.= 


nn  —  mm  4nn  —  mm  <)nn — mi,.  ,-,  ^  zmm 

1  m  nfui.  - — 

L'autre  férié   donnera  " 

TT  12  m        ~m  im 

m  1:1  nr.  —  mm  ^nn  —  mm  gnn  —  /tî/tz  """  '    '^ 

n.  tang.  —  3- 

"  par   conféquenc 

■ -4- f-  ■ -i-    CCC.    =  — . 

nn  —  mm  ^nn  —  mm  <^nn — mm  zmm  jji 

1  m  ntang,  —  x« 
» 

De  la  fomme  de  ces  deux  fériés  réfulte  celle-ci  :      .     .     ^ 

m 

H>  ^c.  =  — -4^.  Si 


nn  —  mm  ^nn  —  mm  Z'jnn  —  mm  ^mn 

dans  cette  dernière  férié  «=i,&/«=i/cj  nombre  pair 
quelconque;  à  caufe  de  tang.  kn=  o^  on  aura  toujours,  à 
moins  que  k  ne  foie  =  0, 

Sec.  =  0  ;  mais  ,  fi 


dans  cette  férié  on  fait  «  =  z  ,  &  ot  ,   nombre  impair   quel- 
conque =  1  k  -h  I  ;  à  caufe   de   ~    6=  o  ,  on  iaura 


£>• 


r;  -i-  &C.  = 


s  ij 


140    D£  l'usage  des  Facteurs  tkouvés  ci-dessus, 
1S2.  Multiplions  les  fériés  trouvées  par  nn;,  &C  foie  -  =/; 

nous  obtiendrons  ces  réfultats  : 

-J— i_-H-^-7-^ H&c.  =— ^: i-. 

i—pp  4—pp  9  —  FP         ib—pp  appi.pv  zpp 


-{-  : -+-  „ h  -, h  Sec. 


1  — pp  4 — pp  9  —  pp  16 — pp  '  2  pp  2ptang.p7c 

Soit  ff  =  a  &C  ces  fériés  deviendront 

__L L_  _! L_  _  _-" j.  ôcc.  =       "^"      —  -î- 

1  m-  a  4  —  ii  9  —  'I  16  —  a  2.  ajl/t.  ar  y'j  2  a 


ècc. 


■  y^a 


j  —a      '      4  —  J  9  —  a  16  —  lï  '  2«  2 a  tang.  ■x ^a 

Ainfi ,  pourvu  que  a  ne  foit  pas  un  nombre  négatif,  ni  urï 
quarré  entier ,  on  poui-ra  alTigner  la  fomme  de  ces  fériés  au 
moyen  du  cercle. 

183.  Cependant,  en  ramenant,  comme  nous  l'avons  fait, 
les  exponentielles  imaginaires  à  des  fmus  &  à  des  cofmus 
d'arcs  circulaires,  nous  pourrons  encore  affigner  les  fommes 
de   ces  fériés ,  lorfque  a  efl  un  nombre  négatif.  En  effet , 

puifque  e^^~^==  cof.  x  •+■  V —  i.  fin.  x  ;  &:  c~*^~  ' 
z=:cof.x  —  V —  i./in.  x:  réciproquement,  en  mettantyj/* — i 

à  la  place  de  >:j  on  aura  cof.  y  y — 1= "^      &cjïn.y\/' — i 

— y       y 
?^  — 2^—1 — '  I^onc  fi  l'on  fuppofe  a  =  —  é^,  &c  y  =  vr  V b; 

alors    cof.   tt   l/" —   3  = 6c  fin.   v    y —  b 


—  TT^b  Tf^b 


5    &    par    conféquent    tang.    tt   V —  b 


2  y/ —  I 
—  X  y/b  x  V' —  b 

e        "    — e  ^             ^   ,_  ^ 

^  —^y'b 7VJ\ *   ïl  ^^^^  de-là  que  ~ — r 

^e     ^^^e)V—i  fin.  71  ^1  —  b 


2.<b  .       ^v-h  (g-'^^'^-t-e"'^^)^!^^ 


;--'^»* e'^»'^*       t^ng.-^^—b—  £— '^*'^_     -^Vb 
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Cela  poié  ,  on   aura 

b 


H-i         44-è        o  +  è         lO-i-i  ■         ib         /■    a-vi  — zr\'^\ 


I  I  I  „  \c   "    -\- e       '    ) 


iH-i         4-f-i  9-r-^         16-fi.  •  ,    ^yi — ,TV^i'\  2** 

Ces  mêmes  fériés  peuvent  fe  déduire  de  l'arc.  Kji,  en 
employant  la  même  méthode  donc  je  me  fuis  fervi  dans 
ce  Chapitre.  Aîais,  comme  la  manière  donc  j'ai  opéré  ici, 
jecce  un  grand  jour  iur  la  transformation  des  linus  &:  des  (y) 
cofinus  des  arcs  imaginaires  en  quantités  exponentielles 
réelles  ,  j'ai  cru  devoir  lui  donner  la  préférence. 


arc 


CHAPITRE     XI. 

Des  autres  exprejjîons  Injîmes  des  Arcs  ê'  des  Sinus. 

1 84.  Nous  avons  vu  ci-deffus ,  (  arc.  158)  que  :{  défignanc  un 
de  cercle  quelconque ,  on  avoity7/z.  \  =  \  ("1—  —  H  i—  -^\ 

('"^)    ('-^)  ^^-  %Po^ons  l'arc  de  cercle  i  =  ^% 
nousaurons///.  — =  - fx-- >  fi_^>  C,_:^^  A_  Jii^  V, 

■^       '2  \  «n    /    V  Snn  J     \  l'unit  J     \  4Ç)nn  )     °^^' 

OU  bien  mettons  2  /z  à  la  place  de  /z ,  pour  avoir  ces  exprelfions  : 

y~         tn  v  mv      f  4nn  —  mm\      /  i6nn  —  !nm\      /  -^Snn  —  mm\ 

J      '       in  2«      V       4«'2        •      \         16/2«        )      \         36nn        y  • 

Cof.     ^  /nn—mm\    f^nn  —  mm-\     /':L<^nn  —  mw\    /4()nn  —  mm\ 

~n  V       nn      J    \       <^nn       J    \       z^nn      )  \       49«/?     ^ '^^* 


î^i     Des    autres    expressions    infinies 
Icrquelles    ccanc    clécomporées  en  facleurs  fimples  donnent 

c^f'T^-'Q^)  (-?)  c;7")  (^)  (^)  (^)  - 

Soie  mis  n  —  m  a  la  place  de  /-7,  a  cauie  de  //,';.  ^ '-       = 

ccC  —  £:ae  co/.  ^ =jm.  — 5 on auraces autres exprelTions: 

J      2Ji  ^  in  -^  in  i- 

185.  On  a  donc  deux  expreflions  du  finus  èc  du  cofinus 
de  l'ange  ^j  H  on  les  divife  l'une  par  l'autre  on  aura  i  = 

|-  &c ,   &   par  conféquent  —  = 

O       10       XZ       12   D,  /"'     A.  1»     1'  /- 

_  .  __  . ^c,  C  elt-la  I  expref- 

9     II    II     13  ^^l'-i 

iïon  que  "Wa  l  l  i  s  a  trouvée  pour  la  valeur  de  la  circonférence 
du  cercle  dans  Ton  Arithmétique  des  Infinis.  On  peut  à  l'aide 
de  la  première  expreffion  du  finus  en  trouver  une  infinité 
d'autres  femblables  à  la  dernière;  on'en  conclud,en  effet,  que 
—  ==  2-  r     ""—  (  —"  -\  (     ^"    ^  /  4."    \  /   4"    \  /    6/i    \  g^^, 

2  m-'      '    in   \2n  —  m/    \2n-i-mJ   \472  — w/    \4nH-m/  \6n  —  m/     ■ 

formule ,  qui  par  la  fuppofîtion  de  —  =  i  donne  celle  de  W  a  llis. 
Soit  donc  —  =  —  î  à  caufe  de  fin-  —  tt  =  -r-j  on  aura  —  == 

n  2  -^  4  V  2  2 

V2       4        4         8        8        II       12       16        16  ç.     .      m  I         >  /- 

lz.±.±.—  .  —  .—  .  —  '  —  '—  6cc.   boit  —  =  —  j  a  caule 
I        3       5       7       9      II      13      15      17  n  3 

I  I  ^  3       6      6      12     12     18    18     24   _ 

de  ///z.  —  TT  =  —  J  on  aura  —  =  —  .  —  .—  •  —  •  —  .-   .  — .—  ùcc, 

■'6  2  2  2       5       7     II     13     17     19     23 

Si  on  divife  la  formule  de  Wallis  par  celle  où  -^  =^  -  >  on 

2.   2.  6.  6.   10.   10;   14.   14.    18.   18.    „ 

trouvera  1/  2  ==a  — — ~"~   occ. 

iiuuvcici  y    ^  J     ,,     ,,    ^     ^_     jj     j^     jj_    j^^    j^ 


çr 

.  -i  .1 

2      2 

3_ 
4 

.  1 

4 

'  6 

7 
*  6 

7  . 
'  8 

2 

2     4 

4 

6 

6 

8 

8 

I 

3       3 

5 

î 

7 

7 

9 
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1S6.  Comme  la  tan'^ente  J'un  anjiie  e'à  éijale  au  quotient 

du  linus  aivile  par  le  coiinus ,  on  pourra  exprmier  auiii  la 

valeur  de  la  tangente  par  àes  facleurs  infinis.  Si  l'on  divile  la 

première  expreiiion  du  iinus  par  la  leconde  du  colinus  ,  on  aura 

t.in^.  ^  =   -^   ^^n-^^    ('-±!i^     (il^\    f4^2:^N    ^.^ 
z.»:  '77        \z!i—mj    \2n-i-mJ    \An  —  m.J    \4n-ymJ 

Semblablemenc  pour  les  fécantes.  Si;  pour  les  cofécanteson  aura 

ccfic,'^=  ^  C^^-)  (-^^)  C-i^)  r  5'^-  )  r-i2_>  s,. 

Mais  fi  l'on  combine  les  autres  expreffions  des  finus  Si  des 
cofinus  ,  on  trouvera 


tans:. 


m-T    îî-  m  1(272  —  77!)  3Cî7î-J-777)        3(472—02)  _ 

•^          272  2  72 772  î(72-f-7n)  2(372 ttî)       4(372-^722) 

772-  -X  n  —  772  l(72-»-77;)  3  (3  72  —  ni)        3  (3  72-1-  772) 

2  72  2               772  2(272  —  772)  2  [in  +  m)       4(472  772) 

-,                77l7r  2                  72                    272  2/2                     4^                     472                 - 

J      '         2  1  îT        72  —  772      n-^-  m      "^11  ^  m      jn  -i-m       572  —  772 

-./772X                  2                   72                    2/2                     272                      4«                     472  - 

cofec.     -       ==    —    .        —      • .    •    • ; •   C<.C. 

J  2  71  -t:  772  272 772         2  71  -^  m         472 772         J^TI -\- TTi 

187.  Si  on  écrit  k  au  lieu  de  m^  de  qu'on  détermine  d'une 
manière  femblable  le  finus  &  le  cofinus  de  Tangle  — ,  Se 

'-'  2  72 

ï^u'enfuite  on  divile   par  ces  dernières   expreffions  \q.s  pre- 
mières, on  obtiendra  les  formules: 


lin.  — 

•'  272  772  272 772  272-f-772         472  772         4/2 

/.  AîT  k      '  2n  —  k       2n->rk      472  —  k 

Un.  — 

J  2  72 

/1  77257 

un,  — • 

272  772  272  772         272-f-7?7        472  —  772 


•'         272 


-tîT  n  —  k      72-h.t        372  —  *      37;  4-  Â       572 


Sic. 


Sic. 
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cof. 


m  ?r 


co  .  - — 


col .  ■ — ■ 

=  Krr-)  KiT-Tk)  U"7r^0  VT^^J  U^^^nJ  ^^- 


/7-7.   — 


Ayant  donc  pris  pour  ^  un   angle,  donc  le   finus  &  le 
cofinus   Toienc  donnés,    on    pourra  au   moyen  de    ceux-ci 


m  X 


décerminer  le  finus  &;  le  cofinus  de  tout  autre  angle 

1S8.  Donc  réciproquement  on  peut  afligner  les  vraies 
valeurs  de  ces  fortes  d'exp refilons  ,  qui  lont  compofées 
d'une  infinité  de  fa(fl:eurs  au  moyen  de  la  circonférence  du 
cercle ,  ou  au  moyen  des  finus  &C  des  cofinus  d'angles 
donnés  ;  ce  qui  ne  laifiTe  pas  d'être  d'une  grande  importance , 
puifque  jufqu'à  préfenc  il  n'y  a  point  d'autres  méthodes  , 
qui  puiflent  donner  les  valeurs  de  ces  fortes  de  produits. 
Au  refte ,  de  telles  expreifions  ne  peuvent  guère  fervir  à 
obtenir  par  approximation  les  valeurs,  foit  de  tt  ,   foit  des 

finus  6c  des   cofinus  des  angles    ■^-    En   effet  ,   quoiqu'on 

pût    fans    difficulté    multiplier    entr'eux    ces    fadeurs  —  == 

1  f  i  —  —\  fï ~j  (i  —  — )&c,   en    employant    les 

fra(fl:ions  décimales,  il  faudroit  cependant  prendre  un  trop 
grand  nombre  de  termes  pour  en  conclure  la  valeur  exadle 
de  71-  feulement  à  la  dixième  figure  décimale  près. 

189.  Le  principal  ufage  de  ces  exprefiîons ,  quoique  infi- 
nies ,  confifte  dans  la  recherche  des  logarithmes  ;  en  quoi 
les  fa£leurs  font  il  utiles  ,  que  fans  eux  le  calcul  des  loga- 
rithmes    feroit     très  -  difficile.    En     effet  ,    puifque    77    = 

4.(1 -j  (i  —  ~j  (ï  —  —  ^&CjOn  aura  en  prenant  les 

logarithmes 


DES     Arcs     et     des     Sinus.      x^^ 
logarithmes /^=/4-H/ Ci  — -") -h /Ci V{-/fi  —  -^ -4-i 

&c,ou/.  =  /.  _/(,_!) -/(-L)-/(,_l)_ 

ôcc.  quelques  foienc  les  logarithmes,  tabulaires,  ou  hyper- 
boliques. Mais ,  comme  il  elt  rjfé  de  conclure  les  logarithmes 
ordinaires  des  logarithmes  hyperboliques,  on  pourra  employer 
un  moyen  très-expéditii^  d'obtenir  le  logarithme  hyperbolique 
de-, 

190.  Puis  donc  qu'en  prenant  les   logarithmes   hyperbo- 

liaues,  on  a/(i  — x)  =  —  x  — —.—  - &:c.  Si  nous 

•«       '  ^  ^  2.         3    _     4 

développons  chaque  terme  de  cette  manière ,  nous  aurons 

/  _I_     I         I          I         o 

I  9  -■9'-  3-  9'  4-9^ 


/^=/4/  25  2.a,--  3.25'  4iî' 

J_  JL L_ L_ i__acc. 

§  49  2. 4y-  3.49>  4.^9^ 

(^  £cc. 

Dans  ce  nombre  infini  de  fériés  ,  les  termes  pris  en  dèfceiî- 
dant  verticalement  forment  eux-mêmes  des  fériés,  donc 
nous  avons  déjà  affigné  les  fommes  ;  c'ell;  pourquoi ,  fi  pour 
abréger  ,  nous  fuppofons 

^  =  I  -^  p  -+- 
5  =  I  -î-  f^  -i- 

C  =  I  -f-  ^-  -+- 

JT)  =   I   H-  1  H- 

3 

Nous  aurons  /^= /4  —  (^  —  i)  — <  |(Z?  —  i)  — -•- (C—  i) 
EuLER ,  Iniroduciion  a  l'Anal.  înjln.  Tome  I.  T 


— 

7' 

9' 

-{-  Sec. 

\ 

-F 

--? 

H-  &c. 

«d 

-F^ 

--? 

-1-  6cc. 

rS 

-.^ 

-.7 

-4-  &c. 

î4<?     Des    autres   expressions   infinies" 
Or     en  cherchant  les  valeurs  approchées  des  fommes  indi- 
quées ci-deflus ,  nous  trouverons » 

J  =  1,  i33700550i3(îi698273543i 
B  =  j,  014(^78031604192054546x5 
C   =1,  0014470766409411 2 190647 

jD   =   I,  0001 55I79O252961 1930298 

^  ==  I,  OOOOI704I363044815508 16 
F    =  X,   000001885848583 11957590 

Cr  =  I,  000000x0924051921150010 

//  =  I,  00000002323715737915670 

/  =  I,  00000000258143-755665977 

X  =  I,  00000000028680769745558 

/,  =a  I,  00000000003 1866775 14044 

JVf  =  I,  00000000000354072294392 
jV"  =  ij  00000000000039341 246691 
0=1,  00000000000004371144859 

P  =:  I,  00000000000000485693682 
0=1,  OOOOOOOGOOOOOOO53965957 

^  =  I,  00000000000000005'"  962  17 
«  5  =  ,1,  00000000000000000^^66246 
J"  =1,  00000000000000000074027  , 
/^  =  I,  00000000000000000008225 
^  =:  I,  GOOOOOOOOOOOOOOOOOOO913 
^  =  I,  00000000000000000000 101 


me 


Ainfi,  Hms  un  calcul  trop  pénible,  on  trouve  le  logarith 
hyperbolique  de  ^  =  i,  1447 298 8 5 8494001 74143 42  ,  lequel 
étant  mulciplié  par  o,  43429  &c.  dcr.ne  le  logarithme  ordi- 
naire de  •:7  =  o,  49714987269413385435126. 

191.  Comme  nous   avons   de  plus  la  valeur  du   fmus  ôc 


M 


CES     Arcs     et     des     Sinus.       147 
celle  du  coilnus  de  l'ansile  —  exprimées  en  un  nombre  infini 

de  fa6leurs,  nous  pourrons  déterminer  commodément  le 
logarithme  de  l'un  ëc  de  l'autre.  Or  les  formules  trouvées 
précédemment  donnent 

,  /^      m  T  —  7  m         ,  f  mm\        j  f  m  m  \         ,  /  mm  s. 

Ijln.  —=.l-n'\rl  —  -^l{  I )+/{  \—--—]+l{  I  — — -  W  &c. 

IcnC'"^        ;/         m  m\         jf         m  m\        ,/■  m  m  y.        jf  mm\ 

in  X  nn  /  \  ')"rij  v  %^nn/  \         ^<)nn) 

Donc  il  fera  facile  d'abord  d'exprimer  comme  ci-defTus,  les 
logarithmes  hyperboliques  en  fériés  très-convergentes  ;  mais 
pour  ne  pas  multiplier  fans  néceffité  les  fériés  infinies,  laif- 
fons  les  logarithmes  des  premiers  termes,   &   nous  aurons 

Ifin.  ''■^=l-->r'lm'^l{zn'-'m)-\'l{-Ln-hm)-'n~-iU 


m  m 

m* 

i6nn 

2.  lô'n.* 

mm. 

m* 

"^6nn 

2.36-«+ 

mm 

m* 

64/2/1 

2. 64*  ni 

Sec, 

>n^  :=  l[n' 

-;72)H 

2  n 

m  m 

m* 

gnn 

2.9'/l  + 

mm 

«♦ 

25  /Z/I 

2.25^/:* 

m  m 

m* 

4^nn 

2.49'/!+ 

&c. 

3.  i6'/i* 


3.36'/z* 


lit-  rn  j, 

— T-<r    ■ ■ 7—.     —    &^- 

3.9^/2''  4.9+n* 


3.25'/Z°  4.25'/2« 


3-49'«  4-49"^'» 


&C. 

5cc. 


191.  Ces  fériés  contiennent  toutes  les  puiiïances  paires 

de  —  multipliées    par    des   fériés,   dont    nous    avons   déjà 

aflîgné  les  femmes.  Ainfi  on  aura 

Tij 


Ï48"    Des    autres    expressions    infinies 
//7;^.  !if  ==  l  m  -\-  lizn  —  m)  -{-  l  {zn  -A-'  m)  —  iln-^  U  —  l^ 
_  ^  (^  H-  1  -^  1  ^JL,  -+-  4-  -+-  &c.) 

zn^    V4+  6*    ^^    8*    ^^     10+     ^^      12^      ^^    ^'^  ) 

_  4  (1  ^-  1  >^   L  +  ^  ^.  _L.  ^  ,^c.) 

4  ?;S   \  4*  6'  J)*  10^  li'  J 

ÔCC. 

/^0/:  -^^  =  /  (/z  —  /77)  -h  /  (/z  +  ;;0  —  2  /« 

-'2/2 

n«     V3  5  7  9  / 

6cc. 

On  vient  de  donner  (190)  les  Tommes  des  dernières  feriez; 
(r)  on  pourroit  en  déduire  les  premières  ;  mais  pour  en  faciliter 
l'ufage,  j'ajouterai  pareillement  ici  leurs  fommes. 

193.  Soient  donc  pour  abréger, 


a. 

= 

2^ 

•+■ 

1 

4' 

-4- 

6' 

-4- 

8' 

-i- 

&c. 

C 

= 

I 

2+ 

H- 

I 
4* 

-f- 

1 

6^ 

-{- 

I 
8  + 

+ 

Sec. 

y 

= 

I 

-h 

I 

■+■ 

I 
6^ 

-+- 

I 

-+■ 

5cc. 

i- 

= 

I 
2» 

H- 

I 
4* 

H- 

I 

6* 

-4- 

I 

8^ 

-f- 

£vc. 

ôcc. 

DES     Arcs     et     des     Sinus.      14^ 
Les  fommes  approchées  au  moyen  des  décimales  feront; 
a  =  o,  41  i2335i(î7i205(3é'o9i  1810 
f  =  o,  0^764510110694613(^9^975 
y  ==  o,  01589598534350701780804 
<r  =  o,  0039Z217717264822007570 

e  =  O,  000977533764773 25984S9S 

Ç  =  O,  00024420070472492872274 

M   ==  O,  OOO06IO3S894539493329I5 

fi  =  o,  00061525902225127269977 
;  =  O,  00000381471  i8274i}3ioooS 
X  =  o,  0C000095367522617534053 
A  =  o,  00000023841863595259154 

/x  =  o,  00000005960464832831555 
c  =  o,  OOOOOOOI4901 16141589813 

1=0,  00000000372529031233986 

0  =  O,  00000000093132257548284 

ÎT  =  o,  00000000023283064370807 

p  =  o,  00000000005820766091685 
«•  =  o,  00000000001455 191 5^2i2858 

T   =  o,  OOOOOOOCOOO36379788O7ÏO 

„  =  o,  00000000000090949470177 

(p  =  O,  00000000000022737367544 
p^  =  o,  00000000000005684341886 
^  =  o,  0000000000000142 108 5471 

a  =  o,  00000000000000355271367 

Les  autres  fommes  décroilTenc  en  raifon  quadruple. 

194.  On  aura  donc  à  l'aide  de  ces  valeurs,       .... 
Ifin.  —  =lm  4-/(2«  —  m)  -\-  [{m-^  m)  —  -i^ln-ir  h  —  /8 

mm    (  [i    \  VI*     /  I   \  m"    f  i   s 


rjo     Des    auth.es   expressions    infinies 
l  coC.   '-^  ^  l  {n  ^  m)  ->f  l  [n  -^  m)  ^  z  l  n 

■>        z  n 

^^(^-i)--^(5-i)-.^(C-i)-8cc. 

un  - "  i  " 

Ainfi ,  les  logarithmes  /^  6,:  /8  étant  donnés,  on  aura 
le  loo-arithme  hyperbolique  du  finus  de  l'angle  —  90*'  = 
/m  -i-  l  {in  —  m)  -+-  /{tn  -\-  m)  —  3  //2     .      .     .      .     .     - 

—  o,  9347"^55S30435754io 

—  -^»  o,   1(^123351671105660911 

!!_  .  o,  0015726010534730684S 

»«.  ~-j-.  Oj  00009032844783567260 

/72' 
—'   o,  000003981793  16205501 

—  -^  •  o,  00000019425295465196 

—  -^TT  •  ^>  oooooooiooi3  287488'"ia 

—  —^'   O,  00000000053404135618 
'—  — PJ-»  O,  000000ÛO002914859658 

-^»   O,  00000000000161797979 

— •  —17-*  O,  00000000000009097690 

—  — — -  •  O,  00000000000000516827 

—  —77-'  O,  00000000000000029607 

■  —  —77—  O»  0000000000000000170S 

— .  — —'    O,  OOOOOÛOOOOOOOOOOOO99 

m" 

—  ^77-«  O,  OOOOOOOOOOOÛOOOOOOO5 


DIS     Arcs     et     des     Sinus.      151 
£c  le  logarithme  hyperbolique  du  cofinus  de  lande -90«  — 

m* 

— *  o>  2337°o55oi3^i(Î98i735 

—  -^7—*  o>  00733901580205)^02717 

m" 

^*  o,  000482358880314040^3 

m^  _ 

—  -^*  O,  00003875)475^314025)82 

—  — TT"*    °>    000003408272^089^510 

^77-'  O,  o®oooo3 1430805)718(^59 

—  — q- •  o,  00000002989150274450 
— —  — ^.  o,  oooooooo2904644<j7i39 

— T^*  O,  00000000028682(5395  18 

TT*    o,  00000000002868076974 

—  — j^  •  o,  00000000000289097956' 

m''  , 

--T7-»  O,  00000000000029506024 

• — :^  .  O,  OOOOOOOOOOOOO3O26249 

m'- 8 

-—  ■ —  —  '   O,  00000000000000312232 

—  — ^7- •  O,  00000000000000032379 
' —  — —'   O.  00000000000000003373 

TOÎ4 

•—    •    O,    000000000000000003  T  2 

n'+  '  -^  > 

^s"    *     °5     00000000000000000037 

—  — —  '   O,  000000000C0000000004 

195.  En  multipliant   ces  logarithmes   hyperboliques  des 


n' 


152  Des  autres  expressions  infinies 
fians  &:  des  cofihus,  par  0,43419448  ip  &:c,  on  aura  leurs 
lo'^arichmes  ordinaires  rapportés  au  rayon  =  i.  Mais  comme 
da^is  les  tables  le  logarithme  du  finus  total  eft  fuppofé  ordi- 
nairement =  10,  pour  avoir  les  logarithmes  tabulaires  des 
finus  £c  des  cofmus ,  il  faut,  après  la  multiplication ,  ajouter  10. 

Ainfi  le  logarithme  tabulaire  du  finus  de  l'angle  ^90°  fera  = 
//;z'4-/(2«  —  /;2)-4-/(2;z-hm)  —  3//Z 
H-  9>  594°598857ûii50 

!^  .  o,  07002282^605901 

—  -^ .  o,  00111^166^^1661 
-.  o,  00003922914(^453 

•  o,  00Q001729270798 

•  o,  0000000843^1986 

•  o,  000000004348715 

•  o,  Q0000000013193 1 
••  o,  Ç00000000012659 
■  •  o,  000000000000702 

— .  '""  »  o,  00Q000000000039 

n-° 

Et  le  logarithme  tabulaire  du  cofmus  de  l'angle  -^  90*  ss^ 

-{-     10,  000000000000000 

^.  o,  101494859341892 

. ^.  o,  003  18729406545 1 


m'  + 


m" 
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—  -— •  o,  000109485800017 
-— -^  •  o,  ooooi<j84834h'597 

—  — — •  o,  oocooi4Soio398<} 

—  — — •  o,  oocoooi  ^;?5oii-i 

—  — ^  •  o,  ooooocoi 15S1715 

—  — -  .  o,  ooooooooi 261471 
. "J—t  o    000000000 1 245  6'7 

-^^  •  O,  OOOOOOOOOOI  245<J 

II'  ^ 

, —  -^ — .  o,  000000000001^58 

—  -^V- •  O,  000000000000118 

72"  * 

ç=.  ""  -,   o,  000000000000013 

195.  On  peut  donc,  moyennant  ces  fonnules,  calculer 
les  lo<Tarithmes ,  foit  hyperboliques,  foie  tabulaires  des  finus 
&  des  cofinus  de  tous  les  angles  ,  fans  connoître  les  finus 
&c  les  cofinus  mêmes.  Or  la  connoiffance  des  logarithmes 
des  finus  &  des  cofinus  donnera  par  la  fouftraclion  ^  feule 
ceux  des  tancrenres  &c  des  cotangentes ,  des  fécantes  &.  des 
cofécantes  ;  ainfi  ,  on  n'aura  point  befoin  pour  ces  dernières 
de  formules  particulières.  Au  refte ,  il  ne  faut  p.ns  perdre 
de  vue  qu'on  doit  prendre  les  logarithmes  hyperboliques 
des  nombres  7n,n,n  — m^n-hm,ôcc,  lorfqu'on  cherche 
les  lon-arithmes  hyperboliques  des  finus  &  des  cofinus  ,  Ôc 
les  logarithmes  ordinaires  des  mêmes  nombres,  lorfqu'il 
s'ao-it  de  trouver  ceux-ci  au  moyen  des  dernières  formules. 
De  plus  m  :  n  défigne  le  rapport  de  l'angle  propcfé  à  l'angle 
droit  ;  ainfi ,  puifque  les  finus  des  angles  plus  grands  qu'un 

EuLEiL ,  Intfoduclion  a  lÂnaU  infin.  Tome  I.  V 


1-5:4     Des    autres    expressions    infinies' 
demi -droit  font  égaux  aux  colînus  d'angles   moindres,  6c 
réciproquement  ;  il  s'enfuit  que  la  fradion  -  ne  devra  jamais 

être  plus  grande  que  |,  &:  que  par  conféquent  ces  termes 
deviendront  beaucoup  plus  convergents,  de  forte  qu'il  fuffira 
pour  notre  objet  d'en  prendre  la  moitié. 

197.  Donnons,  avant  de  finir,  une  manière  de  trouver 
les  tangentes  &  les  lécantes ,  plus  commode  que  celle  que 
nous  avons  propofée  dans  le  Chapitre  précédent.  Car,  quoi- 
que les  tangentes  &  les  fécantes  Ce  déterminent  par  les  fmus 
&c  les  cofinus  ;  cependant  cette  détermination  qui  fe  fait  par 
la  divifion  devient  trop  pénible  pour  de  fi  grarids  nombres. 
Nous  avons  déjà  donné,  à  la  vérité  (art.  \}6)  les  formules  des 
tangentes  &  des  cotangentes  ;  mais  nous  n'avons  pu  en 
donner  alors  la  démonftration  que  nous  avons  réfervée  pour 
ce  Chapitre. 

19S.  Tirons  donc  d'abord  de  l'art.  iSr   l'exprefïïon  de  la 

tano-ente  de  l'angle  —  ^r.  Puifque ■rz'^ZZ — ^T^"** ^ 

t)  ^       :  n  ^       nn  —  mm        <)nn  —  mm        i^nn mrrr 

.  -TT  m  m  Amn    r        \ 

-t-  6cc.  =  —  •  tans.  —  77 ,  on  aura  tanp.  —  •  77  =  —   (  — 

4m/z  o    ^n     '  <->     zn  ■Pf       \nn  —  mm 

,1-  . [ ^ 1 -1-    &c  ).  Enfuite,  comme  — ^ — 

<)nn  —  mm  x^nn  —  mm  /  '  nn — mm 

1.1,0,  '  '^  m  ,^ 

-f- h H  cCC.    =  —  •   COt.  -  .  77-  ,    Il  , 

^nn  —  mm  <)nn  —  mm  zmm  zmn  n  '        ' 

au  lieu  de  n ,  nous  écrivons  m,  nous  trouverons  cot.  —  •  v 

Zn 
m  7r  X       \  41! n  —  mm  ib nn  —  mm  36/2/1  —  mm  /* 

ConvertiiTons    en   fériés   infinies   ces    fradions ,  excepté  les 
premières  ,  dont  il  eit  facile  de  tenir  compte ,  nous  aurons 


iang. 


-H 


nn  —  mm       v 

■7!    \3'/j          3'/î'          y n^ 

&c.) 

^      \5--/!    ^^     5^/2'     ^^     f'/i< 

&c.) 

4     /.                ^'               //. 

3-    \7  /2          j^n'           7' s* 

&c. 

&c.) 
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m  n  2  mn  a 

eût.    .    TT    =î    —  .      — 


4  n  n  —  VI  m       jr 

4     /    m                m'                m'  «         \ 

îT    \^-n           4'/z>            4« /z*  / 

4    f    m        ,        m'                 m'  v 

A    /    m  m">  m'  r>        \ 

acc. 

198.  Or  la  valeur  connue  de  ^  donne  —  =0,       -,     .     5 

3i830988^i837  9  0<Î7i5  3  77(Î792(Î7  4  5028  7  24; 
viennent  enfuite  les  mêmes  fériés,  que  nous  avons  délignëes 
ci-defTus  par  les  lettres  A ,  B ^  C ,  D^^c^  £c  «,  C,  >,  <r,  &;c. 

V_,eJa  oblerve  :  tan^.  —  ^  =  .—  -{ .  _r_^  —  J^ 

'^      in  nn  —  mm       v  n       tt    ^  ' 

„  m  n         z  Amn  l  ma,/  i   \ 

Cl  cotane.  —  ît  =  —  •  —  —   ■ • •— («--<-t| 

-  S- M^-^)-^- 7  G- ?)-«'-  •  •  • 

C'eft  de  ces  formules  que  dérivent  les  expreffions  que  nous 
avons  données  (art.  135  )  pour  la  tangente  &;  pour  la  cotan- 
gente.  Nous  avons  fait  voir  auflî  (art.  137)  comment  les 
tangentes  &  les  cotangentes  une  fois  trouvées ,  on  en  pou- 
voit  déduire  feulement  par  l'addition  &  par  la  foufl:ra<£lion 
les  fécantes  &  les  cofécantes.  On  pourroit  donc  par  le 
moyen  de  ces  règles  calculer,  une  table  générale  des  iînus , 
des  tangentes  ,  des  fécantes  &:  de  leurs  logarithmes  beau- 
coup plus  facilement  que  ne  l'ont  fait  les  premiers  calcu- 
lateurs. 


Vij 


1^6  Dû-développement    réel 

CHAPITRE     XII. 

Du  développement:  réel  des  F cnclions  fractionnaires, 

199.  Nous  avons  déjà  donné  dans. le  Chapitre  fécond 
la  méthode  de  décompofer  une  fonction  fractionnaire 
quelconque  ',  en  autant  de  parties  que  le  dénominateur 
renferme  de  facteurs  fimples  ;  car  ceux-ci  forment  les 
dénominateurs  'de  ces  fractions  partielles  ;  d'où  il  fuit  évi-> 
demment  que ,  fi  le  dénominateur  contient  quelques  fadteurs 
fimples  imaginaires,  les  fractions  qui  en  réfulteront  feront 
aufîî  imaginaires:  or,  dans  ce  cas,  il  y  aura  peu  d'avan- 
tage à  décompofer  la  fraclion  réelle  en  imaginaires.  Mais, 
comme  on  a  fait  voir  que  toute  fonction  entière,  telle  que 
le  dénominateur  d'une  fraction  quelconque,  peut  toujours, 
quelque  foie  le  nombre  de  fadteurs  imaginaires  qu'elle  ren- 
ferme ,  fe  décompofer  en  facteurs  réels  doubles  ou  de  deux 
dimenfions ,  on  pourra  par-là  éviter  les  quantités  imaginaires 
dans  la  décompofition  des  fractions,  en  prenant  pour  les 
dénominateurs  des  fractions  partielles ,  non  pas  les  faifteurs 
fim.ples  du  dénominateur  principal ,  mais  les  fa»îteurs  réels 
doubles. 

200.  Soit  donc  propofée  la  fonction  fractionnaire—,  de 

laquelle  on  extraira  ,  fuivant  la  méthode  donnée  -auparavant, 
autant  de  fractions  limples ,  que  le  dénominateur  N  ren- 
ferme de  fatteurs  fimples  réels  ;  mais ,  au  lieu  de  facteurs 
imaginaires,  prenons  cette  expreflîon  pp  —  i p q-^.  cof.  (f 
'JfqqWt  pour  fa£leur  de  N^  &C  comme  il  faut  avoir  ici  le 
numérateur  &c  le  dénominateur  fous  une  forme  développée, 

foit  propofée  la  fraction         

J  -h  B:^  -^  C^'  -f-  Py  -f-  Er*  -4-  Sec. 


DIS   Fonctions    f  r  acti  onnaiiie  s.       f^-f 

Se  fuppofons  la  fraclion  partielle  que  fournie  le  dénominareiir 

ro—  ipqrcof.  ip-i-aarr  .repiéfentëe  par  — '■ ^!— ^^ . 

En  effet,  la  variable  :[,  ayant  deux  dimeniîons  dans  le  déno- 
minateur ,  pourra  bien  en  avoir  vuie  au  numérateur  ,  mais 
non  davantage  ;  autrement  la  quantité  renfermeroit  une 
fonclion  entière  ,  qu'il  faudroit  extraire  féparément. 

20 1.  Soit ,  pour  abréger,  le  numérateur  .4  -f-  5:^  -4-  C:(^-h 

Sec.  =  AI  Si  l'autre  faéleur  du  dénominateur  ««  -f-  ^  :{  -H  >  7'  -f- 

6cc.  =  Z  j  foit  fuppofée  la  2^  partie,  qui  réfuke  du.flicleur  Z 

j     j,        .                    r.                T^r          m~az  —  aZt 
du  dénominateur,  =^5-?   on  aura  i    =   — ^ ^ — ^; 

expreffion  qui  doit  être  une  fonction  entière  de  :j  ;  par  con- 
féquent  il  eft  néceflaire  que  M  —  AZ  —  aZ:(  foit  diviilble 
^àvpp  —  ^P'i'i-  (^(^f-  ^  "+■  ??^î-  Ainfi  la  quantité  M  —  AZ 
—  aZ^  s'évanouira,  lî  l'on  fait^^ —  ^FIK-  <^of.9~\~  ^^:^:j[  =  o, 
c'eft  a-dire ,  fi  on  fait  :j  =  ^.  (  cof.^  -H  y —  i .  [în.  ?  ) ,  ou  :(  = 

-.  [cof.  (p  —  V — i  fin.  ç);   foit  ^  = /,  alors  ;("  =  f'^. 

{cof.n^  ^y — i.fin.nip).  Cette  double  fubftitution  de  la 
valeur  de  :^,  donnera  deux  équations,  au  moyen  defquelles 
on  pourra  déterminer  les  deux  inconnues  confiantes  A  &  a. 

202.  Ayant  donc  fait  cette  fubilitution ,  l'équation  A/=AZ 
■+-aZ:{  étant  développée  donnera  ces  deux-ci;    .... 

A-\~  Bf,  cof.  ^  -4-  Cffcof.  2  ?  -4-  Z)/^  co/  3  ?  -4-  &:c.  )  _ 

+  {Bffin.  9  -4-  Cf^fin.  2  ^-^-Dpfin.  3  ?-j-  Scc.;^^—  i  C  ~ 

A  (  «  -H  Cfcofip-k-yfcof  2  y  H-  <f  /'  co/  3  9-4-  &:c.) 

:±  A  (  Çfjin.<P'\'yfffui.  1  ^-Jr-S  f'fin.  3  ?î-h  bec]  V"  —  i. 

-f-    A      (  a/ccf.  ? -f-  Cfcof.  2  (p  -h7  f'  Cofl^-^-  &C.) 

±  A  '(  affln.^-^  ^jff"-'  2-  'f  -{->  Pf'^-  3  ?  +  &:c.)  }/^ —  I. 
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Soit  pour  abrégei'  le  calcul , 

A-k-  Bfcof.'p-k-Çff'cof.i(p'^Dpcof.i<?  'JrS^c.  =  P 
Bffin.  ^•JrCfffm.  n^-^Df'fin.  3^  -h&c.  =  p 
«  _}-  <^fcof.  'P'\''iffcof.  2  j)  -t-<r  /^  <:o/:  3 ^  -h  Sec.  =  Q 

ofcof.  9  •+■  ^^* co/^  2  9  -i-  î^  /'  cofi  ^  -}-  Sec.  =  R 
«y^/;.  (p-^^fffin.  2  p  4-7  /^T^/z.  3 9  -f-Scc.  =  s. 
cela  pofë , 
P4:P]/"— i=AQH::AqI/^— I  -î- a  R  ^arï/"— -i. 

203.  A  caufe  du  double  ligne ,  on  aura  les  deux  équation.? 
P  =.  AQ  -t-  aR 
p    ==  Aq    h-  a  r 

d'oii  l'on  tirera  les  valeurs  des  inconnues  A  &  a  ,   ,     T     \ 

A  _  P^^-^R  &  A  —  PQ-  ^^. 

^   —   Qr  —  qR   '^    -^   —   qR  —  Qr 
Étant  donc  propofée  la  fradion  ; ;: -ttl^  on 

^       ^  (pp  —  2pqi.cof.Ç-^^^^l)Z 

trouvera,  en  obfervant  la  règle  qui  fuit,  la  fraction  par- 
tielle ■ r~ qui  en  réfulte.  Faifons  f=  —  ,  & 

après    avoir    développé    chacun    des    termes  ,    fuppofons 
qu'en    faifant  T^^f^cof.na?^    M  devienne  =  P 

t^f'fin.nç,    M  =  P 

r=-f'cof.n,,     Z  =  Q 

.- i^=pfui.n^,     Z  ==  Q 

t^^f^cof.n^^  iZ  =  R 

Ayant  trouvé  de  cettte  manière  les  valeurs  P,  Q ,  R  j  p  ,  Q ,  r  , 

.  Pr  —  pR   -  pQ  —  Pq 

on  aura  A  =    r- &;  a    =  ~ ^. 

Qr—  qR  Qr  —  qR 
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Exemple    I. 

Prenons    la    fonclion    fra<3:ionnaii-e  ; --Vr — ' — (  >  ^ 

cherchons  la  partie  qui  provient  du  fadeur  i  —  "{"^  W  <-l^i 

dénominateur,  laquelle  nous  repréfentons  par  — H— a_.  Ce 

facteur  comparé  avec  la  formule  générale  pp —  i p  q  ■j[^.  cof.  ^ 
H-  ç^:('{  ,  donne  p=.i^q  ■=:  \^  ^  cof.  9  =  ^  ;  d'où  ?  =  60* 

=  -f  5  ainii,  puifque  Âf  =  :(:{ ,  Z  ■—  i-h  :{*  &/"=  i,  nous  aurons 
Q  ^i-i-c./!  -  =  i;  Q  ==--  ^ 

Donc  A=— 1,  &:a=o,  &  partant  la  fraction  cherchée 
=  ^-^^ — \  Se  le  complément  de  cette  fradion  fera  ''^^"''tt 

qu'on  peut  de  même  réduire ,  par  la  raifon  que  le  dénomi- 
nateur i-k-"^  z  pour  facteurs  i  -+-  1  yz  -4-  :{ :{  &  i  —  7  j/"i 
•+•  :j  :(  ;  alors  p  =  -  ,  &  dans  le  premier  cas/.=  — .  i^  5^  (i^-ms 
le  fécond  /=  -+-  i . 

Exemple     IL 
Suppofons   donc    qu'il    s'agifTe    de    décompofer    la    frac- 
tion : ~ T7 — ^^  /    , — \  5  on  aura  M  =  i  -4-  r'  -}-  rr  •  & 

pour  le  premier  fadeur  ,  /"=  —  i;^  =  -5&;Z:=:i  —  ?  j^2 

•+■  W',  par  conlequent 

=  I  —  cof.  —  -t-  cor.    ■=— — • 

-'4  J        4  ya 

P     «=       —    un.    —    -4-    fin,     —  ===  -î-— — ■ 
■^4-^4  ^z 

Q  =  I   .^y^2..cof.-~^cof.    il  =     i 


Kjo  Du    développement    réel 

Q    =     *^yi  fin.  - — \-  fin.  -^  ==     2 


R    =  —  cof~-Vzcof.—-^con^~=^o 

■^      4  -^4  -'4 

R     = — /T/Z.    — —    Vl    fin.    —  — ./T;;.    H    =   —   ,  i/*, 

•'4-'         4-'         4  -  y  - 

D'après  cela ,  011  trouvera  QPv  —  qR.-=  —  4j/'2;A  =  ^'^~'^  ^ 
S.<.  A  =  o  ;  par  conféqueut  le  faéleur  i  H-  :^  j/'i  -|-  ^-  r  du 
dénominateur  donnera  la   fradlion   partielle  >  ^^^^^^ V^i-i_^*  . 

pareillement  l'autre  fadeur  donnera  celle-ci  :  L^— tLilliV^, 

Ainfi,  la  fondion  propofée  d'abord  , LI- .  Çq  léfoud 

en  ces  fractions h  -'r — -r — ^-  H-  ^ '^        ,- — ^« 

Exemple    III, 

Soit  encore  donnée  à  réfoudre  lafradion , — — — tt — — 4 

repréfentons  la  fradlion  qui  réfultera  du  fadeur  i  —  |-:j  -|.  ;j~ 

du  dénominateur  par  - — -, — ^  \  nous  aurons  d  ==  i ,  <;  =  i  ; 

co/ç  ^=  j;  par  conféquent/  i;M=i-{-2:j-f-:j:j;Z=: 
i-!-i:{-l-3:^^.  Mais  comme  ici  le  rapport  de  l'angle  ?  à  l'angle 
droit  n'eft:  pas  déterminé ,  il  faut  calculer  \  part  les  finus  Se  les 
colînus  des  angles  multiples.    Ainfi ,  à  caufe  de     ...     , 


?/7  9    =     —   1    on  aura  /î/z.    <p  =    -1. 
r  7  /-24 

cof.  3  9=     — ^  :  fin.  s  1^  ■=^    —  . 


Par 
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Par  conféquent  ,     .     .     .     . 

P=H-a.±-H  ^=^'- 
5       aï     25 

%  25       2Ç 

Q==  1-4-  1.  i  +3.  -^=3  — 

•?  2-1      102 

Q=   -4-  z.  - -4-3.  —  =  — 
-  5    -^  25    25 

î  25      -'   125      I2Ç 

"i  24  .    117   666 

R  =^H-  2.-H-3.— =  — 

5  ,    25   J  125   125 

&conréquemmentQR.  —  QRs=a?-^ —  =  -iL.  Donc 

2136          178  '  2136  178 

Ainfî  la  fradion  qui  proviendra  du  facteur  i  "^  7  ^  -ï-  ^  t  ^^^* 
9(17— 5  î)- 178 

Cherchons  de  même  la  fraction  correfpondante  à  l'autre  fadeur; 
nousaurons/>  =  i,^  =  —  ^/"3,  dccof.(?  =  -i-  J  donc/*= —  -^ 
M  =  1  '+-  i^-h  II  ^  Z  =  i  —  7Î~^-îï-  ^^  ^  caufe 
de  c(7/:      ?  ==        ^»/'^-       ^  =  ^ 

col.    1    ?   =:   — >    —  j  /z/z,    2    a   =   -^— 
■'  3      -^  3 

Conféquemmenc  7     ,     » 

^¥^3^3  3   *  3  9 

_a_      V^  _i_  i.    .  îVf  __   ,__^    4V^ 

V'S   V3  3*3  9 

EuLER. ,  Introduclion  à  l'Anal,  infin.  Tome  I.         X 
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^  ;V^3    >/3         3  3  4Î 

8       >/2         I  ay'2  34y'a 

^                        5/3  \/3        3  V5                      45 

p__ ^..'- ?.. i. i_ . i_  r=^   'A. 

/3*^3           5-3*          î  3V3*          3/3  i3î 

I       yJ-L               8        sy'i  I  v'î                    98  »'2 

/3*^3  ï-3*    3  3/3'  3V^3  '35 

Donc  Q  R.  —  Q  R  =  —  ZiHr  ,  g^  partant       .... 

075 

A   ICO  2^  .      i^^O      n^ 

712     170         712     178 

Ainfî  la  fradtion  propcfée , ,  ^  "'  ^^ fe  décompofe 

/^  \  j  •     9  (17  -  5?)  ••  178     ,     5  (5  -t-  27?):  it8 

C^^')  en  ces  deux-ci  :  -^^ — 5-^^^; h  ^-^^ '-^ — ■> 

ï  — sî-i-îï  i-+-*î-^3n 

204.    Remarquons  qu'on  peut  conclure  ilQ^  lettres  Q  &  q 

les   valeurs   à^s  lettres  R  ôc  r.   En  efl^et  ^  pulfque     ,     .     . 

Q  =  es  -h  Çfcof.  <p  -h  yp  cof.  ^<p-\-  Sp  cof.  5  9-4-  &:c. 

Q    =  '^ffn.  9  -4-  -yp  fin.  z  9  -^-  ^P  f^n.  3  <p  -H  ikc  ; 

on  aura 

Q  co/7(p  —  q/F/z.  9  =  a. cof.  <p -+-  ^/co/?  z  9 -h  > /'  co/" 3  (?>  -i-  Sic. 
&  par  conféquent  R  -"=  f  {Q.  cof.  (p  —    çifm.p); 

on  aura  enfuite 

Q  fin.  ©  +  Q  <:o_/?  y  =  et  yz.7.  <p  -f-  ?j^/^.  2  <P  -V-  yfffin.  3  9  H-  &:c. 

donc  R  =/  (  Qy^/z.  9  -l-  Q  '^c'A  ^) 

par   conféquent        

Qk  —  qR  =^  (QQ  --  Q  Q)  />.  9 
Pk  ~'pR  =  (PQ-f-i'Q;/y7/?.  9-i-  (Pq—  v(l)  fcof^ 
dcnc -, 

A  —  PQ-^pQ  _-    Pq  -J-Q    '""/^  -P 
QQh-qq       QQ^-qq'  /"•  ■? 
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/  infî  le  facteur  pp  —  ^P^\  (^of.  p  ~t~  qq^':^  du  dénominateur 
donnera  la  fracbion  partielle 

J P  Q^PQ)//^..p-t-(P Q _- p Q  )Sf^of.<p^  ï J 
(pp  —  2/»^^.  co/.ç)  ■+-  qqii)  (QQh-  QQ)ffn.(p 

ou,  à  caufe  de  f=  —  >  celle-ci: 

•^  '7 

JPQ_^PQ)^y7„.^^+^(PQ  _  pQ)   (;,,^/:^  _  ç.J 
(/'/'  —  ^pqicof.Ç,  ■+-  qqil)   (QQ  -h  QQ)  p  ^n.  (p 

105.  Cette  dernière  fraclion  eft  donc  la  fracftion  partielle 
que  donne  le  facteur  ^^  —  i p  q\cof.<? -'s- qq-^T^  du" dénomi- 
nateur de  la  fonction  propofée  , > r^>  &  les 

lettres  P,  p,  Q  &  q  fe  trouvent.de  la  manière  fuivante  au 
moyen  des   fonctions  M  &:  Z  :        

ayant  fuppofé  ij"  =  ^«  cof.  n  <p.  Toit  Af  =  P  j 
&  Z     =  Q; 

&"iyant  fuppofé  :("  =  ^ /în.   n  ip,  foie  Af  =    p  ; 

&z  Z    =    Q  ; 

Remarquez  qu'avant  de  faire  cette  fubftitution  il  f^iut  déve- 
lopper les  fondions  A/ &  Z ,  afin  d'avoir  des  expreffions  de 
la  forme  fuivante  ; 

M  =  A  -h  B 1-+-  Cl'  -^  D  :^'  -^  E  l*  -h-  &c. 
&  Z    =   ce  ^  f  ;j  _+-  5,  :^'  _1-  /  ;j5  _^   6  :J'^  -4-  &c. 

on  aura ', 

P  =A-{-B  P-.cof.^-hC-^  .  cof.  z  ?>-4-Z)fJ  •  co/.  3  ^  -h  £cc. 
p   =  B--/în.  ç-hC^-^./ïn.  z<?-+-D^''-' fîn.  xf-h  d^c. 

q      ■>  1  qi     •'  ■' 

Q  =  «  •+•  ^  -  •  <:c»/?  9  H-  >  ^ .  cof.  i  ?  -H  J"  -  •  co/î  ?  <P  -H  &c, 

q  J  q^  J  q,  J     -> 

Q  ==»  C  -  ♦//r.  (f'hy   ~  'fin.  294-<r^'y7/z.  3?-+-  2cc. 

'  '      Xij 
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io6.  On  voie  au  refte  par  ce  qui  précède  que  cette  réfo- 
lution  ne  peut  réuffir ,  fi  la  fonction  Z  renferme  encore  le 
même  facteur/?/?  —  ipçicof.<p  -+-  qqw-  En  efl-et ,  après 
avoir  fait,  en  ce  cas,  dans  l'équation  A/  =  AZ-h-  aZ-^  la 
■  fubftitution  7^  ==/''  ( cof.  tkp  ±  V —  i  fin.  tkp),  la  quantité  Z 
s'évanouiroit  elle-même,  &  par  conféquent  on  ii'en  pour- 
roit  rien  conclure.  Donc ,  lî  le  dénominateur  de  la  fonctior» 

fractionnaire  rp  a  pour  facteur  {pp  —  ^pq\ cof.  <f>-^  qq^l* 
ou  une  puiflance  plus  élevée  ,  on  aura  befoin  d'une  réfolu- 
tion particulière. Soit doncN={pp  —  ^pq\ cof  <p-^qqw  'fZ\ 
le  facleur  {pp  —  z p  q-^cof  ip  -r-  qqwY  du  dénominateur 
donnera  deux  fradtions  partielles  de  cette  forme  ;      . 

^ ^L±^ -^  H L±^i _   dans  lefquelles 

il  s'agit  de  déterminer  les  lettres  confiantes  A ,  a  ,  B ,  b. 

207.  Cela  pofé , 

Af  --  (  A  ■+-  A^)  z   —    (B   ■+■  Bl)  Z(pp  —  zpqicof.Ç  -h  qqil) 

{pp—  ^pqi  cof.  <p  +  qqiiY 
doit  être  une  fonction  entière,  &  par  cette  raifon  le  numé- 
rateur fera  divifîble  par  le  dénominateur.  Il  faudra  donc  que 
cette  exprefîion  M  —  KZ  ' —  a-{Z  foit  divifîble  d'abord  par 
pp  —  ip  q  ■^cof.  ip  ~{~  q  q^-^.  Ce  cas  étant  le  même  que  le 
précédent,  on  déterminera  aulîî  de  la  même  manière  les 
valeurs  des  lettres  A  &  a.   C'efl  pourquoi » 

en  faifant  7"  =  ^  .  '^^f-  '^  ^  j  fuppofons   M  =.'9 

^"  &  Z    =;  N 

Se  en  faifant  ^"  =  /^  ^  fm.  n  <? ,  fuppofons  M  =  p 
'''"'  &  Z   =:n; 

en  fuivant  la  règle  précédente ,  il  eft  bien  clair  que  nous  aurons 

»    PN-4-PN  Pn  — pN     cof.  q, 

N'   -H  N'  N'  -H    N-  *  fin.  <j) 

A     =    — Pn-j-pN  q 

N=  4.  K'    '  Jp.firZ^'  , 
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loS.  Ayant   donc    trouvé   de   cette   manière  A  Se  a  ,  la 

qur.ntite   ;; — -^ —    deviendra  une  ronttion  entière  . 

que  j'appelle  P;  l'expreffion  P —  BZ  —  B:(Z  reftera  encore 
divifibJe  f^r  pp —  ip (j^cof.  9 -i-  q  qn  ,  Hc  comme  elle  eft 
Semblable  à  la  précédente ,  fi 


en  faifant  ^^  =  ^^.  cof.  m?  ,  on  fuppofe  P  =3  R 

''  =  '^  •  7?/z.  n  (p  y  on  fuppo] 
R  N  -t-  R  N  «j«  R  N  —  R  N     cof.  <p 


6c  en  i^ufant  ^''  =  ^»  fin.  n  <?  ^  on  fuppofe  P  =:  r 


on  aura  iJ  =  ,,.  ,  ,„  -  -  ^ — 

^Rn-hrN         ^ 

"7"  N'  ■+■  N^  p.yJW.  ç 
Z05).  On  eft  maintenant  en  état  de  conclure  en  général  la 
manière  de  procéder,  lorfque  le  dénominateur  de  la  fonction 
propofée  -^  a  un  facleur  tel  que  (pp  —  "^P  1\ '^^f'  '^  ~^"  ^  7  ?  7 )*• 
En  effet,  foit'iV  =  {pp  —  ipq^cof.fp  -4-  qq^lY  Z^  de 
lorte    qu'on    ait    à    réfoudre    la    fonction    fradionnaire. 

M 

{pp  —  ^P1\  "/•  <P  -t-  ?îîï)*  -Z 

Suppofons    que  le  facleur    {pp  —    zpq'^^cof.ip  -+-   iqXxY 
du  dénominateur  fournifle  ces  fractions  partielles  :     .     .     . 

A-f-  a:j  B-HB7 

(pp—^pqicof.<p-k-qqii)-  (pp  —  ^pq  i^of.  Ç  -h  qq^Cj''''' 

■         (pp  —  2pqicof.(p-^.qq^l)--z  ipp—2pqiC0f.<p-^qqii)-^-i'^'^' 

En  faifant  r"  =  P--  ^^f' "  py  ^^^^  m  =  M, 

^"  &  Z    =N; 

&    en    faifant  15;"=  ^-■^'^-  "  ^'  ^^^^  ^^  =  ^' 


Se 


nous  aurons     .     .     .     . 

^  __  MN-^My  Mn  — mN     co/  ^ 

—  Mn  -f-  mN         o 
A    = 


=  n; 


N' 


p.fw.ç 
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r-  r  ■  M  —  (A  -h  A-)  Z  n 

Soit  eniuite r.T     —  =    ";        6c 

faifant  :{"  =  ~  •  i^<y^  /z  <P  ,    Toit   P  =    P , 
&    faifanc  ^"  =  ^ .  yF/z.  /z  ?>  ,    Toit    P  ==    p  ; 

nous   obtiendrons         

B     =    P^J-t-PN    _,       Pn      -  pN       fo/^ 

N-   -t-  N'  N^   -t-  N»  *  y7/z.  ^ 

—  Pn  -H  pN  5 

N-   ■+-  N'-   *    p.fm.ç' 

talions  a  preient  ^ -.-'  =   n  & 

r  pp  —   ipqi.coJ.<f  -\-  qqil  X 

fuppofant  :^  =^—.   cof.   /z  ?  ,  fojt   Ç  =  Q , 

&  fu'ppofant  :j"  =  ^.  _/?/?.  /z  ^  ,  foit    Ç  ==  q, 

nous  en  concluions . 

çy    QN  -t-  QN  Qn  —  qN      co/:i? 

'   N'      -f-   N'"  N'     -+-   N-     '  /«.   ip 

_  -Qk  +  QN         ?    ^  ' 

N'     -h  N'    *   /7./«.  ip* 

Soit  enfin     Q-(C-hc~)Z        _  ;^      ^^ 

PP—  ^pqVcof.Ç  -hqqil 

faifant  ^"  =  ^  .  co/  n  <? ,  fuppofons  iî  =  R  , 

ÔC    faifant  :j"  1=  ^  .  yT/z,   zz  ?>  _,  fuppofons  i?  =  R  , 

nous  trouverons         * ,     » 

£)__RN-4-rn_j_Rn— rN      cof.  (J> 
N'    H-  N'  N'  -4-  N-      _/w.   (p 

—  R  N  -t-  R  N  q 

N-  ■+■  ^*    *  p.'jîn.qi 

On  continuera  de  fuivre  le  même  procédé,  jufqu'à  ce 
qu'on  ait  dérerm'né  le  numérateur  de  la  dernière  traction, 
dont  le  dénominateur  eft  //»  —  ^F9^  ^^f'  ^  "^  ?  ^  î  î* 


DES    Fonctions    fkactionnaib.es.      \C-j 
Exemple. 

Soit  donnée  la  foncllon  fraclionnaire    . ^-^} 

(i  +  îO'  ('  -+-  V)  ' 
&  concevons  que  les  fractions  partielles ,  qui  naifîenc  du 
ûcleur  (  I  -4-  :{\  I*  foienc 

A-t-A-"  B-t-B-  Ch-c^  D-f-D? 

(i->-îlJ*  (l-t-îî)'  (l-»-îO'  I     -r-   îi  * 

En  comparant ,  on  trouvera  p  ^^r=  \  ^  q  =   i^  cof.  ip  -=  o 
&  par  confequenc  ip  =  ^ '^  i   P^is  M  ^=  t^  —  ■^   èC  Z  =  i 
-h  :[*.  On  aura  donc  M  =  o-   m  =  2;N=   i;N=»o, 

èc  Jîn.  9—1  

Donc  

A=:    -5-.    0    =     G,&     A     =     I, 

&    par    conféquent    A  -4-  A  :^  =   ^;  nous  aurons  .... 
^  =  '~f  ~l~^'  =  —  :{',  &  P  =  o  ,  p  =  I  :  ce  qui  donne 

B    =       G,    &    B    =   ^. 

Donc  B-hB7  =  ^7,&P=  -^'  -iî-U^  ^ 

—  T  î  —  T  ^';  <i'où  Q  =  o,&;q=oj&;  conféquemment 

C    =    0,ÔCC='0. 

i   7     1     T-î 

Donc  R  =  — '         '       =  —  T  7  ;   nous   conclurons 

delà  que  R  =  o,  r  =  —  7;    ce  qui  donne  enfin 

D  =  o ,  &  D  =  —  f 
Ain  fi  les  fractions  cherchées  font        

(T^'îO'   "^  MÎ-ItO^  ""  Tcli-IF)*  ^"""'    ""    numérateur 
de  la  fraction  reliants  ,  il  fera  =  5  =  _^^- J^.°_Iir  = i  ^ 

•4-  T  ?',  5<^  la  fraction  fera  ==  -,-- ^* 

2TO.  Cette  méthode  donne  en   même -temps  la  fraétion 
du  complément,  qui,  ajoutée  à  celles  qui  ont  été  trouvées 
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auparavant,   produit  la  fradlion  propofée  même.  En  effet, 

lorfque  pour  la  fracbion ^ — ; r--- ,  on   aura 

trouvé  toutes  les  fractions  partielles  ,  qui  proviennent  du 
fliileur  {pp  —  ^-P^'i  cof.(?  -\~  qq^r^^)'' ,  en  calculant  les 
valeurs  des  fon£lions  F,  Q ,  R  ^  S  ^  T;  Ci  l'on  continue  la 
férié  de  ces  lettres,  celle  qui  luivra  la  dernière  dont  on  aura 
eu  befoin  pour  trouver  les  numérateurs,  fera  le  numérateur 
de  la  fraction  reftante ,  qui    a   Z  pour  dénominateur.  Par 

p 

exemple,  fi  X:  ==  i,  la  fraction  re fiante  fera  -  ;  CiA  =»  z^  elle 

n  /? 

fera  yi  d  A:  =  3  ,  elle  fera  -  ;  ainfi  de  fuite  ;  &c  lorfqu'on 

aura  déterminé  la  fraction  reftante  ,  qui  a  Z  pour  dénomi- 
nateur, on  pourra  la  décompofer  luivant  les  règles  que 
nous  venons  d'expliquer. 


CHAPITRE     XIII. 

Des   Séries   récurrentes,  " 

iii.  Je  rapporte  ici  à  cette  efpece  de  férié  que  Moivre 
appelle  Récurrentes ,  toutes  les  léries  qui  proviennent  du 
développement  d'une  fonction  fractionnaire  quelconque  par 
le  moyen  de  la  divifion.  Car  nous  avons  déjà  fait  voir  que 
ces  fériés  étoient  tellement  formées,  que  chaque  terme  fe 
déterminoic  par  quelques-uns  des  ternies  prédédents  fuivanc 
une  certaine  loi,  qui' dépend  du  dénominateur  de  la  fonc- 
tion fractionnaire.  Mais ,  comme  je  viens  d'enfeigner  à  con- 
vertir une  fonclion  fractionnaire  quelconque  en  d'autres  plus 
fimples ,  la  férié  récurrente  pourra  aufli  être  décompofée  en 
d'autres  plus  fimples.  Il  efl  donc  queftion  dans  ce  Chapitre 
de  décompofer  en  fériés  récurrentes  plus  fimples  les  fériés 
récurrentes  d'un  degré  quelconque. 

212. 
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iT2.  Sole  propofée  la  fraction  fuivante:  ï     .     .     , 

a  -h  hi  -h  cil  -•"  '^V  •+■  ^c. 

ï   —  «î  —  bfî  —  yl*  —  é-l*  —  &c. 

qui   fe   change    par    la   divifion    en    cette  férié  récurrente 

dont  nous  avons  appris  à  déterminer  les  coëfficiens  &  la  loi 
qu'ils  fuivoient.  Si  cette  fonction  fractionnaire  eft  décom- 
pofée  en  fes  fractions  (impies  ,  2c  que  chacune  foit  convertie 
en  une  férié  récurrente,  il  eft  évident  que  la  fomme  de 
toutes  c&s  fériés ,  qui  nailFent  des  fradtions  partielles  ,   doit 

être  égale  à  la  férié   récurrente ,     .     . 

^  -f-  ^:j  -t-  Cf  -f-  i:>  :('  -^  ^  f  H-  F^^  -ï-  l<.c. 
\.Q.s  fracl:ions  partielles  que  nous  avons  appris  à  trouver , 
donneront  donc  des  fériés  partielles,  dont  il  fera  aifé,  à 
caufe  de  leur  (implicite  ,  de  connoître  la  nature  ;  or  la  fomme 
de  toutes  ces  fériés  partielles  produira  la  férié  récurrente 
propolée  ;  par  conféquenc  la  nacvire  de  cette  dernière  fera 
par-là  mieux  déterminée. 

113.  Soient  les  ferles  récurrentes,  qui  naiiïent  de  chacune 
des  fractions  partielles. 

a     -f-b:(-Hc:(:(-f-d:j'-}-e:(*-H-   &:c, 

a'    -t-  b':{  -h   <^\\-\-  à'T^  -H  &'•(;  -\-  ôcc. 

a"  -+-  h'\  -ï-  c':j:(  -+-  à'\'  -t-  e'Y  -h  ècc. 

a^'-i-  b'":^^  c"\i-h  d'\'-^  e"V-+-  Sec. 
&c. 
Comme  ces  fériés  prifes  enfembîe  doivent  être  égales  à  celle- 
ci  :    A  -h  Bi-+-C\i-\-  Di'  -hEi*  -\-  ècc. 
il  s'enfuit  nécefTairement  que *     ^ 

^   =  a   H-  a'   -f-   a"  H-   a'"  H-   &c. 

B   =  b  -4-  b'  -f-  b"  -H  W"  -t-  &c. 

C   =   c  -H  c'  +   c"  H-   c'"  -t-  &c. 

D  =  d  -^  d'  -^  d"  ^  d'"  -^  £cc. 
&c. 
Donc,  fi  on  peut  déterminer  pour  chacune  des  fériés  ,  que 
EuLERj  Introduciion  a  [Anal,  infin.  Tome  L  Y 
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donnent  les  fradions  partielles ,  les  coëfficiens  de  la  puif- 
fance  ?",  leur  fomme  donnera  le  coefficient  de  la  puifl'ance  ij" 
dans  la  férié  récurrente  A  -b  81-+-  C^"  -^  D  i' -\-  &cc. 

214.  On  pourroit  ici  former  le  doute,  (î ,  dans  le  cas  oii 
deux  fériés  îont  égales  entr  elles  ,  lors ,  par  exemple  ,  que 
^^^^_l-C;(^-4-£):j3-}-OCc.=A-hB:(-i-Cf  T-D:j'^  &c, 
il  s'enluit  néceffàirement  que  les  coëfficiens  des  puiflances 
femblables  foient  égaux  entr'eux ,  ou  que  -4  =  A  ;  5  =s 
B;  C=  C;  Z)  =  D  ;  &:c.  Mais  ce  doute  difparoîtra  bien- 
tôt, fi  on  fait  attention  que  cette  égalité  doit  avoir  lieu, 
quelque  foit  la  valeur  de  la  variable  ■{.  Soit  donc  :^  =  o  ; 
alors  il  clair  que  A  ^=  A.  Retranchant  donc  de  part  6c 
d'autre  ces  termes  égaux  ,  &  divifant  l'équation  reliante 
par  :(,  on  aura  B  -^C^-^Df  -+-  ôcc.  =B -+-€:{  H-  D^* 
.4-  dcc  ;  d'où  B  =  B ,  on  fera  voir  pareillement  .que  C  =3 
C,  Z)  =  D,    ainfi  de  fuite  à  l'infini. 

215.  Confidérons  donc  les  fériés  qui  proviennent  des 
fractions  partielles  réfultantes  de  la  décompofirion  d'une 
fradiion  quelconque  :  il  eft  d'abord  évident  que  la  frac- 
tion -^-  :  donne  la  férié  A  -H  Ap  :ç^  -4-  A  /?*  :('  H-  A/'  :('' 

-h  &c ,  dont  le  terme  général  eft  A  p'^  :j";  car  on  a  coutume 

d'appeller  cette  expreflion  Terme  général ^  par  la  raifon  qu'en 

mettant  fucceflîvement  tous  les  nombres  à  la  place  de  /z,  on 

•               A 
a  tous  les   termes  de  la   férié.   Enfuite   la   fraction 

(.'  —v\) 

donne  la  férié  A  -4-  1  Ap-{  -h  3  Ap'"i^  -+-  4  A/j'ij'-f-  Sec. 

A 
dont  le  terme  général  eft  («  +  i)  Ad"  r".  Et  la  fradion 

donnera  la  férié  A -^-  ^ k p •{-{- G  k p'' i^ -\~  10  A/j':('-f-  Sec, 
dont  le  terme  général  eft  ^-^^'^  '  ^  A  /?"  7^.  En  général 
la  fra(n:ion  ,  — — -  fournit  cette  férié  A  -f-  kAp-^-^ 
^±±21  A/  :j*  4-^iii±^HA±±]  A/^'  i'  -h  ace.  dont  le  terme 
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(gênerai  eit  >^ ^—^ ^—^ — ^^^-^ 5^ — — z  A  d"  r'^    Ta 

^  I.  2.  3 (A:—  l)  ^/'     ^   .     -La 

progreflîon  de  la  férié  fait  voir  auffi  que  ce  même  terme  == 

-V.  2.  3..  .  .-7777      n -^  iP   t  •  C>r  cette  expreffion 

eft  égale  à  la  première ,  comme  il  eO:  ficile  de  s'en  convaincre 
en   multipliant  en  croix.  En   efl-et,  on  aura 

I.2.3...«.(/?-r  l)...(/Z-i-A  — l)=l.i.3...(/c  — l)/c...(/c-f-/Z  — l) 

équation  identique. 

xi6.  A'mCi  toutes  les  fois  que  dans  la  réfolution  des  fonc- 
tions fractionnaires,  on  arrivera  à  des  fractions  partielles  de 

la  forme  .-— ; rr     on  pourra  alligner  le  terme  général  de  la 

férié  récurrente  ./4 -h  5  :(-t- C:{^ -h  D  i^ -+-  &:c  ,  qui  réfulte 
de  la  décompofition  de  la  fonction;  puifc]u'il  fera  la  fomnie 
des  termes  généraux  des  fériés  ,  qui  proviennent  des  fractions 
partielles. 

Exemple    I. 

Trouver  h  terme  général  de  la  férié  récurrente  ^    qui  naît 

de  la  fraclion •        , 

Cette  férié  fera  i-+-0}[-4-2:^:^-f-  x\^  -\-  6  :r^ -^  lo  :^^  -^ 
2z:(*-4-  4-f~^  ^^\^  -^  ^c-  JPo"""  trouver  le  coefficient 
de    la    puiflance    générale    :(" ,     décompofons     la    fradtion 

. — ^  ""  ^    en  celles-ci  :  — f-  H '—  ,  &  nous  nurons  pour 

le  terme  général  cherché  [  j  (  —  i)"  -î-  j.  x"]  ?"=  ^  —  ^.  ?", 
où  le  figne  ■+•  a  lieu  ,  fî  /z  eft  un  nombre  pair  ,  6c  le 
fîgne  — ,  fl  n  eft  un  nombre  impair. 

Exemple    IL 
Trouver  le  terme  général  de  la  férié  récurrente ,  qui  refaite 
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Je  la  frcLclioti  ^  __  '  ~_^^  ^  ^  ;  ou  de  cette  férié  1-4-42  -+-  14  z* 
-4- 46  2'-4- i4<jz*-+-454Z^ -4- &c .     .     . 

A  caiife  du  dénominateur  =  (  i —  2  ^)  (  i  —  3:^)  la  fraction  fe 

décompofe  en  celles-ci  ^^-^ — %-  ^_    ■  j  d'oii  rélulte  le  terme 
gênerai  2.3   :[  —  2   :[  =v^-3   —  ^  j^- 
Exemple    III. 

Trouver  le  terme  général  de  cette  férié  i-f-3Z-4-4Z*-4-7i^' 
-4-  1 1  z*-4-  1 8  z^  -H  29  z*  -f-  47  z^  -i-  Sec ,  (lue  donne  le  dévelop- 
pement de  la  fraclion  ^_^J_^^»  .      .     .      .     ....      ^ 

A  caufe  des  fadeurs  du  dénominateur  i  —  r  "^^     )  :(  5c  i  — ; 

(LHi^i^  r ,  on  aura  les  fractions  partielles  ^ .^^ 

I  —  v'T 

. ? _-  ,    lefquelles    donnent    le    terme   général  s=8^ 

£  X  E   M  P  L   E      1 1^,. 

Trouver  le  terme  général  de  la  férié  a  H-  («ta  -f-  b )  z  •4^-- 
(**a  -i-«b  -f.^a)z'-4-  ('''a-t-a^b-H  2«Ca  +  eb)z'H-  &c; 

réfultante  de  la  fraclion  ^_^^_^  ^       ■ 

Par  la  décompofitiondes  fadeurs  on  trouvera  ces.  deux  fractions 

f^  (  ^^(c.«  -+-  4g)  -  <»)  -  a^]  =  2  /(«^  4-  40  &   par    conféquenc 
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te  terme  gênerai  fera  -!^-^ — ,,       ' — ^ (  '-        ^" A   ^» 

-+- ^-77 — — ^v V )   i-  ^^  peiiC  donc 

trouver  d'une  manière  expédicive  les  termes  f^énéraux  de 
toutes  les  fériés  récurrentes  ,  ^ont  chaque  terme  eft  dëcer^ 
miné  par  les  deux  qui  le  précèdent. 

Exemple    V. 

Trouver  le  terme  général  de  la  férié  i  -}-  z  -4-  2  x*  -4-  2  2'  -f, 
3Z*-h  3z'-f-  4Z^H-  4Z^-+-  2c c,   qui  réfulte  de  l'a  fraclion 


I  —  z  —  z--t-zî  (i  —  z)- (l  -{- z  )  •••....,. 

Quoique  la  loi  de  la  progreffion  paroilTe  au  premier  abord 
afTez    manifefte    pour   n'avoir   pas  befoin    d'éclairciflement 
cependant  au  moyen  des  fraiflions  réfult'antes  de  la  décom- 

pofition  ,  favoir  (jzTTy  +  73:^  -H  i~^'  °'^    trouvera    pour 

terme  général  :  -,  (/z  H-  i)  f  +  ^  f -h^  (-i)"-^''^  '-^:t3±5  ^n^ 

Le  figne   fupérieur  aura  lieu,  iî  n  eft  un  nombre  pair,  S^ 
l'inférieur ,  iî  /z  eft  un  nombre  impair. 

a  17,  On  peut  obtenir,  de  cette  manière  \cs  termes  géné- 
raux de  toutes  les  fériés  récurrentes  ,  parce  que  toutes  les 
fractions  peuvent  fe  réduire  en  fradions  partielles  de  cette 
forme  ;  mais  ,  fi  on  veut  éviter  les  expreffions  imaginaires,  on 
arrivera  fouvent  à.des  fractions  partielles  de  la  forme  fuivante  : 


A  -f-  Bpi .  A-t-  Bf^ -   &  ^ 


^p\ 


ipicof.(p-+-ppii^   {,^'—^plcof.ç■+-pplly'^  {i  —  ipicof.cp  ^  p  p  ^^y.' 

Cherchons  la  forme  des  fériés ,  qui  naifïent  de  leur  dévelop- 
pement ;  d'abord  à  caufe  de  cof,  nç  =  z  cof.  9  .  cof.  {n  — i)  , 

—  cof.  {n  —  2)î>,  la  fradion étant  déve- 

loppee ,  donnera , 

A    -+■    zApiC0f.(p   ■+•    zkppilCof.ZÇ    ■+■    2  A  p^  l^  co/.  ■}  Ç    -j-    2  Ap*  ^+  côf.  4  ipr 

+;     ^PPil  Tb.  ^ -^ P^  V '"f    f  -i-  ^Ap^  l' cof.  2  ç.- 

rb    Ap^i*.  Sec,. 
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{hb)  Série  dont  le  terme  général  n'eft  pas  fi  aifé  à  reconnoître. 

218.  Pour  arriver    au  but,  confidérons  les  deux  ieiies  : 

Pp{fi:.(p  ■+■  Pp'l'/în.2Çi  -h  P p^  l' fin.  1  ç  4-  Pp' l'fin.^q,    4-   &c. 
Q  -t-   Q.Pl'^'^f-'P  ■+-   Q.p-Vcof.2(f  -h  Qp^  s^>  cof.-]Ç  -H  (^p^i   cof4((,  4-  &c. 

lefquelies  proviennent  toutes  deux  du  développement  d'une 
fraction  ,  dont  le  dénominateur  eft  i  —  ip-^  cof.  ip  H-  pp  y^  y^. 

En  effet,  la  première  réfulre  de  la  fradlion  — p^J"^:1 . 

'^  i  —  rpicoj.ç      ppii 

&  la  féconde  de  celle-ci:  - —  \.Pl'^°J-^ — ,  Ajoutons  ces  deux 
fériés  &  leur  lomme  — ---— — >ii-^LJî:  donnera  une  lene 

I  —  2pz.cof.f  -Hp/^-îî 

dont  le  terme  général  fera  =  {P  fin.  n  <?  -^  Q  cof.  ni?)p"  :{". 
Égalons  cette  fradion  à  la  propofée  _-A±|^-^^_-,  nous 
aurons  Ç  =  A ,  ôc  P  =  A  cot.  ?  -+•  B.  coféc.  ?.  Le  terme  général 
de  la  férié  réfultante   de  la   fraiflion  • — — fera 

.  A  co/.(pJîn.n(fi  4-  BJîn.nç  ■+■  Afin.ç.cof.n<i)        „     „      

donc  =  ■ ^— F   l      — 

Afin.jn  -f.  i)y   4-  Bfin.nq,^ 

/In.  tp  -'      *• 

219.  Pour  trouver  le  terme  général,  lorfque  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  eil  une  puiffance ,  telle  que  (i —  zp-{cof(p-\^ 
r)  n  r  7  )^,  il  fera  à  propos  de  décompofer  cette  traction  en  deux 

autres  ,   quoique    imaginaires  ,    ^,_(,,y;p^  "v- ^fin.ç)p^i^' 

ju lefquelies    ajoutées    enfemble 

[l  —  (^ccf.q,  —  y'—l.fin.ç)piY  ••  ,    .  , 

donneront  pour  le  terme  général  de  la  férié  réfultante  : 
(„-t-i)(^  +  ^)(^+3) (^'  +  ^-0  . ^^r n . -4- V—  i.fn.n <?) ap^. 

.1  ("+0(^+0(^+3) (^"+^^-0(.Y"r— T-"— -  /"  "T)\""f 

Soka~{-è  ■=.-f^  a-'è=  7ir7>de  manière  que  û=-^^^^^;^^, 
^  b  =  •  '  "7_|_~^j  alors  cette  expreffion       .,...- 
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■  r       ..        3.    Ik^^)        (/^e/^"9-^^-A'^?)/'  î  fera 

Je  terme  général   de   la    férié ,   qui  naît  de  ces  fractions  : 

OU  de  Ja  fraction  unique 

^.(A:  — i)           ,^                 A.  (A:   -  i)(A:—  2)  ^  ^*^' 

H-  A:^;,^.  /n.  (p  —    ^^     ^      'gpW^-  2  3  •+-  -^:y^ ^^ SP\VM-^<P 

(l—  2picof.<p   -i-  ppiiY 

220.  Ainfi  en  fuppofant  X:  =  2  ,  le  terme  général  de  la  férié 
réfultantedelafraaion^-^^^^^"^"~^^"t^^^'^-^-^"f"^-^^""^) 
fera  =  («H-i)  (fcof.  n(^  '■{^  g  fin.  n<fi)  p'  :(".  Or  celui  de  la  férié, 
que    donne    la    frad:ion    -^ ,   ou    celle-ci: 


n    _.n 


a  —  2ap^cof.(p  -^  appil      gll    =    ^/^-  (  "  -^"  '  )  , 

{i  —  ^^Picof.  (p  -i-  ppiiY  fin.  (p  P     \ 

Ajoutons  ces  deux  fractions  &  faifons  a-^f^A',  iacof.9 
H-  T-fcof.  p  —  "i-gf-n.  !?=  —  B ,  Se  a  -^fcof.  1  9  — ^y?/z.  2 1?  =  o  ;  il 
s'enfuivra  que  g  =  l±l^f^  ,  ^  _  Ah^B ../^^  _  A-^B.o/^ 

^     r  __    —A.cof.2ç>  —  B  cof^     g^    ^    __      B.>.  çi-t- A//;.  2(p  ^      p 

•^                  2(y?/z.  <p)'  »  2{jîn.çy 

conféquent  le  terme  général  de  la  férié  provenante  de  la 
fradion  ,       ^  ^  ^/l ..  eft  A -^  B co/: , , ^^  (/.-+-  i)  ./.V" 

(i  —  2;;^.  ayiç'-H^'/'îî)'  2{fin.<py         J         "■  '   t    X 

,    {n-^i)(^Bjm.çfii.nç-hAjïn.  0.1p. fin .nç  —  B «/. if  co/ n ip  —  A co/ 2 <p cof. n <p ) 

2(>.     Ç)^  ~~^    ^, 

; C  ^   ■+■    i)  (A  cof.  (n   -4-    2  )  g   H-  B  co/.  (  ;;    ->-    1)  ç)      ^     ^ 

2  (//z.  ç,y-  /    î     •+* 

(  A   -f-  B  co/.  ,p  )  /;?.  (  n   -^  I  )  y       ^     ^ 
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..-^       — '-^ — TT — ^^ — - — ^ -^  -D  P  ^  •  Donc  le  terme  £!;éné- 

tal  cherché ,  c'eft-à-dire ,  celui  de  la  férié ,  qui  naîc  delà  fradion 

A   -♦-  Bri  g(^  __  ("  +  3)//?.  (>^-t-  i)q,— {,1-^1)  fin,  [n-ir-  i)ç  ^ 


j-i._^  ^    -I-  4[fm.  <py  "r   \- 

2ZI.  Soie  /:  =  3  ,    &  le   terme   général  de  la  férié  ,  qui 
viendra  de  la  fraction        

■"■  (  I  —  277  ç  co/.  ç  -f- .p/'î.î)' 

Xera  =      ''"'^^"^"^     (A*^/  ^  ^ -^ gfi^-  ^  '^  )f"  ï"-  -^^  P^"^  ^^^"^  <^e 

h  férié  ,  qui  vient  de  la  fradion  ; /-^ ou   de 

.celle-ci:  <z  —  lapy^.cof.ç  -+-  ^PPW 

-<-  ^Pl —  ibppiicaf.,^   -+-   bp'  i^   ^^ 

{1   —  ipicof.ç  +  ppil)' 

TCA-^)' ^^  ^  *^ TUnT^^ ^'•I>p\' 

Ajoutons  ces  fractions,  &  fuppofons  le  numérateur  =  A ,  nous 
aurons  a  -+-/=  A  ;  ^fcof.  <p  —  3  g  fin.  ç  -^  z  acof.  ç,  —  6  =^  o  ; 
3/^0/2? — 3gf^-  ^  f-i-^ —  zècof.  9==o;&i.è=fcof.^(}, — gfin.iq,', 

r  '  fcof.  -iffl  —  s  fin. 'i  a  —  3  fcof.  (t)  -+-  •]  S  fin.  a 

&L  par  confequent  a  =  \  Jr        ^-^—^^~ i±J-JL  — 

xg{fin.  ?)'  tang.  ç,  — f —  zf{fin.  ç)'.  On  trouve  enfuite—  == 

fn_^^-^fin^,,^fin.ç  ^^_^y_^^  (y^^.  ^^.  __  ^  j-(^^_ 

Donc    — ^ —    =    ■'^  —  jcc'J.ç  .   ^,^^^  Yq^-^   tire  enfin  Z'  = 

-xijin.tpy  coj.tp  ■' 

A     ifir,.ç  —  2jln.'^!p-hfin.'itp)  .      {cof.ip  —  2  co/ 3  ç.  -f-  co/.  5  p  )  . 

16  {fiu.o  y  '    &  l6(fin.çy  ' 

à  caufe  de  i6  {Jîn.  <py  =/in.^ç> —  5y?«-3  <?  H-  lo/In.  ^  ,  on  aura 
^    A    (  9/"-  <P  —  3/«-  3  Ç)    o,    t   , A    (  —  fn-  2  -Pj^-  /"•^?') 

^  0.  Or  3 //2.  9  — y7/z.  39  =  4  (/.7.  9  )'  ;  donc  a  =  ^-^j— 7.* 

Donc 
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Donc    le    terme    général    fera  — '       -'  p^  :("  A  x 

/>/;;■  (  /;   +   I  )  y  —   ^Jln.  (  /!   -<-   3  )  p   -f-  //?■  (  /z  -t-   T.)  ?  \   _, 

V,  i6  {Jln.  çy  ^  -t- 

î    A    r,"   ^1     C   ("   -^    3  )  //î.  (  /z  -4-   I  )  (?  —  (  /3   +   I  )  //2.  (  /z  +  3  )  ip   \ 

^  ^z'  î  •  V i6(7"T^T ;  = 

H j— ^—fn.  {n  -i-  5)?J. 

22  2.  Donc  le  terme  général   de  la  ferle  réfulcante  de  la 
fradion ±-,^_ _-  fera 

(  I  —  2;?^.  co/.  (p  4-  pp^iO* 
ib^Jm.ipY  V        I.  2       J         V        '      '  I.  2      J         ^        '    J/^ 

^-^-^^  fin.  (;z  -h  2  )  ip  -t-  ^//z.  (  «  H-  4)  <P  U  &  en  procé- 
dant de  la  même  manière  on  trouvera,  que  le  terme  général 
de  la  ferle  qui  tire  fon  origine  de  la  fraction        .... 
^^"^Fl 1_    fera 

(  1   —  ^picof.ç  ->r  ppi^y 

Ap-'f      /(^H-7)(/i-f-6)(n-t-5)£_    ,_  ^      s     (^n  +  i){n-\-7){nA-6) 

64(jin.<py\        I.             2.               3                                 '  ^         •'  I.  2.           3 

/:-    ^^    .    ..N^     ■    .  ('^+0("  +  a)("-<-7)  /7^  >>^    ,    ,\^  frz-f-l)(n-4-2)(n-l-3) 

/z/z.  (/z+3)?H-3  -y^ —Jin.[n-h^)<P ^ 

rtn.{n^  7)  ^)  -f-  g- ^,  (^ j^ -^ j—fin.  n  ?  - 

VL!^1±É}^2±^  fin.{n^  z)  ,  -^-  ^   nfzz-t-0>^6)^^^ 

I.       2.  ^  J  V  /  -^  1.    2.  3  •  '    "^ 

_«^ç«-|-Oi£jt£> /?;z.  {n-^  6)  ^\     Ces  formules  mettent  à  Uc) 

1.        2.  3  ' 

portée  de  voir  la  loi  que  fuivent  les  termes  généraux  pour 
les  puilTances  plus  élevées;  mais  pour  connoîcre  plus  parti- 
culièrement  la    nature    de    ces  exprefîions ,  il  ell  bon   de 

remarquer  que 

EuLER  ,  Introduciion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.  Z 
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fm.  <p       =  /n.  <p 

16  (//z.  <p)'   =     10  fm.p  —     <,  fin. -}  Ç  -h        fin.'i(p 

64  {fin.  <py  =     3  5  fil.  ,p  —  21  /n.  3  <p  4-     7  fin.'^i^  —      fm.  y  if 

156  (//7.  ip  )'  =  lif)  /«•  <?  —  84  //2.  3  ip  H-  -^6  fin.  '^(p  —  9  y?/!,  y  ç  -\-  fin.  <)  1^ 
&c.  ♦ 

213.  Toute  fon£tion  fraclionnaire  pouvant  donc  être 
décompofée  de  cette  manière  en  fradlions  partielles  réelles , 
il  s'enfuit  qu'il  fera  poflible  d'obtenir  eu  exprelfions  réelles 
les  termes  généraux  de  toutes  les  fériés  récurrentes.  Pour 
rendre  cette  vérité  plus  fenfible ,  on  a  ajouté  les  exemples 
fui  vans. 

Exemple    I. 


La   fraélion 


(I— î)(i  — îî)(i  — î'  j  I  —  î  — îî  -«-r-+-i'  — i* 
donne  nai{rance  à  la  férié  récurrente  i  H-  :{  -h  2  :('  -5-  3  :(^ 
4- 4  ij-^ -4-  5  ^' -I- 7  :{" -h  8  :(" -J,-  io:(^-h  i  2  :j' -(-  &c  ;  dont  ou 
demande  le  terme  général.  La  fraction  propofée  étant  ordon- 
née par  rapport  à  fes  fadeurs  devient  =  ^^_      ^^  _^  ^^^ 


-t-ï  +  ïO 


&  fe  chantre  en  ces  fractions  •  ' 


'&"""""^^^"""""    6(i-î)'     ■    4U-î)^  7^Ci-î) 


►4 L- 1 (-  -^  O — .  £^  première  de  ces  fradions  donne 


.H-Î-+-Î 

le  terme  général  ^"^^'^"^^^.  ^  f  =  "1:^:1^-.  ^.^  La  féconde 
■  ^_^  donne  ^-  :(%  la  troifieme  ^7^73:^)  lionne  1-^  ;j"  :  h 
quatrième  g  '_^  donne  |  (  —  i)"  f  ;  mais  fi  l'on  compare  la 
cinquième  ^-^f^-rT)  avec  la  formule  _Aj||ZI__  ,  on 


aura  (art.  2.18)/?  =  — i;<?  =  f=(^o^iA==-+-f;  2cB— —  j; 
'où  refaite  le  terme  général - 

*  Voyez  la  fin  du  Chapitre  XIV. 


d  ou  refaite  le  terme  gênerai -l--^i — ^^ yr-^ — ^ -•  (  —  i)"7''=-f* 


4jÛ2.(n+-l)Çi  —  i./îa.nf> 
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■.{-.l)\^=-^- 


.(  —  !)":[". 


Faifons  une  fomme  de  toutes  ces  expreiîîons ,  &.  nous 
aurons  le  terme  général  cherché  de  la  férié  en  queftion  , 

-(^+T+^)r±if±    -     ,1,       ^r.oi.ii 

faut  prendre  les  fignes  fupérieurs,  (î  /z  eft  un  nombre  pair, 
&:  les  fîgnes  inférieurs ,  fi  «  efl:  un  nombre  impair,  Remar- 
quoi"KS  ici  que  fi  n  eft  un  nombre  de  la  forme  3  ot  ,  on 
aura  4>-7<'^  +  i)t  — ayfo.f /z^ ,  ç       

^T^ ±  -p  î   qtie    11  /Z    _   3  ;7Z    -h    I  , 

cette  expreflion  deviendra  =  ^^  -i;  &  que  fi/z=  3^-4-  2, 
elle  aura  pour  valeur  4^  ~ ,  fuivant  que  n  fera  un  nombre 
pair  ou  impair;  cela  pofé,  la  nature  de  la  férié  pourra  êtr^p 

ainfi  déterminée ,  de  manière  que 

on  aura  pour  terme  général 

,12         2  ^^  '»  y  i 


;z  =  ^  TO  -f-  o 

/Z  =  (î  ;72  -f-  I 

/2  =  (}  772  -H  2 

/f  =  (j  W  -+-  3 

n  =■  G  m  '^r  ^ 

n  =  6  /72  -4-  5 


Par  exemple,  fi^^  =  50,  la  forme /z  =  ^;;^  4-,  a  lieu    & 
le  terme  de  la  férié  fera  =  234  :^'°. 

Exemple    IL 


La    fradion    ^  "^  ^ -^  ^^ 
I  -  î  —  î*  -t-  î' 


produit    la    férié    récurrente 
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I  ^_  1  :j-4- 3  jj^  ^- 3  ^' H-4  ^^-^  5  f -4- 6  f  4- ^  f -4- 7  f -4- &c. 
dont  il  s'ac^ic  de  décerminer  le  terme  général.  La  lra£lion 
propofée  fe  ramené  à  cette  forme  —-l-±S^^IS—^^,s>L  fe 

décompofeparconféquent  en  ces  fradions  partielles  ^-^^3-—- -i- 

3 j_  — l —     Ill_lt_5.    La  première  de  ces  fractions  , 

8(1-0  8^1-^0    4(i-^îO  ^ 

f^ivoir  — donne  le  terme  général  ^ — -  7^  ;  la  féconde 

4C1— î)'      -  04«. 

— ^ — donne  l  t";  la  troifieme  donne  i  (  —  i  )"  ?%  &;  la 

8(1— î)  8    \    J  »     \  '      \     ' 

ouatneme ,  comparée  avec  la  formule —-'^ > 

donne /»=  i;co/?i  =  o;  &  9=^^;  A  =  — i;B  =  -f-i;  d'où 
refaite  le  terme  général  =  [—  -fin.  \  («  -i-i)  t  -h  ^yF/z.  ^  «  77)  ij". 
Donc  en  rafTemblant  ces  réfultats  ,  on  aura  le  terme  général 
demandé  =  (i/z-+-f)  ï'-±  i  f  —  4  (//z.  f  (/z  -+-i)  ^  — //z.  7«  '^)  f- 

Concluons  de-là,  que 

on  aura  pour  terme  général 


fi 

/Z  =  4  TO  -4-  o 

K    =    4    /ZZ  -f-  I 

«  =  4  /?2  -4-  1 

/z  =  4  OT  -4-  3 


(  T 'z  -^  i  )  r 

(  {  ^  H-  T  )  :{" 


par  exemple  fi  /z  =  50;  ce  fera  la  formule  n  =  4/72  -{-  i 
qui  aura  lieu,  &;  le  terme  cherché  fera  =39  :{'°. 

114.  Etant  donc  propofée  une  férié  récurrente,  comme 
il  fera  facile  de  connoître  la  fraclion  qui  l'a  produite  ,  on 
en  trouvera  le  terme  général ,  en  fuivant  les  règles  que 
nous  venons  de  donner.  Or  la  loi  de  la  (érie  récurrente, 
d'après  laquelle  chaque  terme  fe  conclut  des  précédents ,  fait 
connoître  fur  le  champ  le  dénominateur  de  la  fraétion  ,  dont 
les  facteurs  donneront  la  forme  du  terme  général  ;  car  le 
numérateur  ne  fert  qu'à  décerminer  les  coëfficiens.  Soit 
propofée,  par  exemple,  cette  férié  récurrente.     .    .     .     ^ 
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dont  chaque  terme  eft  formé  de  quelques-uns  des  précédents 
fuivant  une  certaine  loi ,  de  manière  à  donner  pour  le  déno- 
minateur de  la  fraction  la  quantité  i  —  «:j  — f;^^ —  y^^-^  & 
par  conféquentZ)=a  C-^CB-^yA;E=^ctD-+-CC-\-yB; 
F  =  uE  -r-  ^D  -H  >  C;  i5cc.  Ce  (ont  ces  multiplicateurs 
«,  -t-é",  -\-  y  que'MoivaE  appelle  Échelle  de  relation.  La  loi 
de  la  progrefîion  confin-e^donc  dans  l'échelle  de  relation, 
&  cette  échelle  donne  .fur  le  champ  le  dénominateur 
de  la  fraction  dont  la  réfolution  forme  la  férié  récurrente 
propofée. 

225.  Ainfi  pour  trouver  le  terme  général  ou  le  coefficient 
de  la  puiilance  indéfinie  :(',  il  faut  chercher  les  facteurs 
fimples ,  ou  doubles  ,  fi  l'on  veut  éviter  les  fiicleurs  imagir 
naircs,  du  dénominateur  i  —  a  :j  —  C^ —  y:;^.  Suppofons 
d'abord  fous  (eshicleurs  {impies,  inégaux  entr'euxSc  r-  els,tels 
que  (  I  —p  \)[i  —  <?  ^  )  (  I  —  ^  î)  ;  l'i  fraction  génératrice  de  la  férié 

fe  changera  en  celles-ci  :  737-:  -+-  — >-  ^^r^r  i  ce  qui  donnera, 

pour  le  terme  général  de  la  férié:  (A/'"-}-  Bç"-f-  C/-")?". 
S'il  y  a  deux  fatfteurs  égaux,  par  exemple,  H  q  =p  le  terme 
général  fera  de  cette  forme  :  [  (  A  /z  -4-  B  j^'""  -+-  C  r"  ]  :j",  &:  fi 
de  plus  r  r^  p  =^  q\  le  terme  général  fera  de  la  forme 
(Atz'-h  B/z  -h  C  :  /?":('  ;  mais  (i  le  dénominateur  a  un  faéleur 
double  de  manière  qu'il  foit  =  (i  -  p7^)\l —  -  ^'i'^of.;?  -^  q  qvr)- 

alors  le  terme  général  fera  ^{kp'^^^J^^^-^>±±Sfi±J^^r.^^n^ 

Donc,    puifqu'en    fuppcfint     fucceflivement     pour     n    les 
nombres  o,   i  ,    2  ,  on  doit  obtenir  les  termes  A,  Br,  Cr* 
il  fera  facile  de  déterminer  les  valeurs  des  letttes  A,  B,  C. 

Z2<3.  Suppofons  une  échelle  de  relation  à  deux  termes,  c'eft- 
à-dire ,  que  chaque  coefficient  foit  déterminé  par  les  deux 
précédents  ,  de  manière  que  C  —  a.B  —  CA\D^=a.  C — ^B  - 
£  z=  a  D —  CC  Sec.  11  eft  évident  que  la  férié  récurrente 
A^B:ç^-\<  Ci'~hDi'  -i-Ei'^ 4-i>:j"_f, 
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O/i'H-'^-.  èCc.  vient  d'une  fraction  dont  le  dénominateur 
^l' i  a,r  -t-  ^11.  Soient  les  fadeurs  de  ce  dénomina- 
teur ;(  i-/' ?)(  ^— ^?  1  '  onaura/7-+-^  =  «,  &/^ç=^; 
ôc  le  terme  général  de  la  ferie  fera  {Ajp"~h  Hq")  ^".  t.n 
faifmt  /z  =  o  ,  on  aura  ^  =  A  -i-  B  ,  &  en  faifant  n  =1, 

B  =  Ap'hBq;d'oiiAq—B==A{q-p),^A  =  ^^^ 

RrE  =  "^^~    '  Or  les  valeurs  de  A  &  de  B  étant  une  fois 

p-1 
trouvées,  on  aura  P  =  Ap"  H-  B^",  2c  Ç  =  A/"+ ' -H 

Ba"+  .  Et  alors  AB  = -^ 

227.  On  peut  déduire  de-là  la  manière  de  former  un  terme 
quelconque  du  feul  terme  qui  le  précède ,  tandis  que  la  loi  de 
la  progrefîion  en  exige  deux.  En  effet ,  puifque        .     .     . 
P     =  A/?"- -H   B  ^"  &    Q   =   K  p.  p""  -^   B  q.   q\ 

on    aura         

Pq-Q      =   A{q~p)p''&cPp-~Q=B{p^q)q-. 

Multiplions  l'une  par  l'autre  ces  deux  expreffions];leproduit  fera 
Pyq—{p-^q)PQ-\-QQ'^AB{p~-q)yq''=^o;  mais 
p^q=u',pq=C;{p  —  qy={p-^qy—4pq=«.<i  —  4C^ 
& /7" o'' ==  g".  La  fubftitution  faite,  on  aura  pour  réfulcat: 
cp»_  «P  Ç  H-  QQ  =  {eAA  —  ^AB  -h  BB)  c-  ou 

>^  ~  "  J^  "^  g^  .  =  S" ;   propriété  remarquable  des  fériés 

récurrentes ,  dont  chaque  terme  eft  déterminé  par  les  deux 
précédents.  Mais  le  terme  P  étant  une  fois  connu ,  le  fuivant 
Q{erA  =  ^cP-^l^[{^^—.qP'-^{B'-—c,AB-^sAA]S"]', 
expreiîion,  qui,  quoiqu'elle  fe  préfente  fous  une  forme  irra- 
tionnelle, eft  cependant  toujours  rationnelle ,  puifqu'il  n'entre 
dans  la  férié  aucun  terme  irrationnel. 

21 8.  Au  refte  ,  deux  termes  confécutifs  quelconques  P  iç" 
&  Ç  :("-*-  '   étant  donnés  ,  on  peut  affigner  facilement  le 


RÉCURRENTES.  igj 

terme   beaucoup   plus   éloigné   JT^*".    Car  fuppofons.  . 

X=:/P^  -+-^PÇ  — /zABC^  A  caufe  de     .... 

P  =  A/?"  -f-  B  ^"  £c  de  Ç  =  A  ;?  /7"  -h  B  ^  ^" ,  ôc  de 

jr=  A/J*"-!- B  ^*";    on    aura,   comme  il   fuit  : 

/P^  =/A>  ^"  -f- /B^  ^  ^  "   -f- 2 /A  B  e" 

^PÇ  =  ^AV/.*"-i-^B^^^^"  -f-^ABaS'^ 

—  A  A  B  ;"  tr:^ *—   A  A  Bg" 

'     X  =  Ap'"  4-  Bq^"  '■ 

On  aura  donc  f-\-  gp  ^^-.f  -\'  gq  =^-,^  k=  zf^g^  ^ 
^1'^"^=  AB?^  ^f-  UP^.'  Mais  B  _  A  =  "-"--^; 

i'         AB(p  — ç)       -^  AB(;j— î)  p_j     5 

n     B  ^  =: Donc   /    =    In       i -.    ^    £:    == 

^  2  p   —    q  J  Ali  ;  a^  —  40)  B 

^A  —  ^B  r__         iA%  —  uB  J.B  —  «  A 

AB(««  — 4b)'        J         BB—ccAB  +ZAA^S        BB-aAB^SÂA^ 

&  par  conféquent  ^  =  ;^4lr5i^^:^- 

On  trouvera  donc        ,     ,     . 

"^  ££— uAB   -r-  :AA  "^^ 

On  trouvera  d'une  manière  femblable 

■^  »(BB  —  uAH)   -+-  SAA)  ~~—  .    [dJ) 

Et  fi  on  joint  ces  deux  valeurs  par  l'élimination  du  terme  C'- 
en en    conclura  ....  - 

^  {ZA  —  ciB)  P^th  -  B  p  g  —  A  QQ 

■^  B  B  —  «.AB  -i-  ZaH 

219.  Pareillement,  fi  nous  voulons  dérermi^er  les  termes 

qui  viennent  à  la  fuite  dans  la  férié  A~h B:[-+~  C^^  -t- 

-^Pf -4-  Ç^"  +  '^-i?f +  *-H ^Xi'"^  r^'"+^ 

4-Z^*^  +  * 
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nous  aurons        

2=  Tb'-.  a  b  ^^aa  *   *^  ^  ""^^  cie  /<  _ 

«Ç  — ^^, 

^  —  BB    -+•  ,c  AB  -ir  ÇA  A 

or 

Z  =  a  l'^  —  C  X;   donc   Y  =  — ^^ —  ;   Se  par    conféquent 

aflîener,  d'une  manière  femblable ,  en  JC&ifen  Y^  les  coëffi- 
ciens  des  puiflances  ^"^  "  &:  :{ ''^ " ■+"  ' ,  &  en  fuivant  le  même 
procédé,  on  trouvera  auffi  ceux  des  puifTances  :^'",  :(^  "-+-'; 
ainfi  de  fuite. 

Exemple. 

Soit  propofée  la  férié  récurrente ; 

H-3:j_j-4:j'-+-7:jî-l-ii^*-hi8:(^-4- -4-PfH-Çf +M-£Cc. 

dont  chaque  coefficient  eft  la  femme  des  deux  précédents  ;  le 
dénominateur  de  la  fraction  ,  qui  produit  cette  férié ,  fera 
I: — :^  —  Tîi  ^  conféquemment  *  =  i;^  =  — i,  &^  =^i,jB  =3; 
donc  B  B  —  aAB  -H  <^AA  =  5;  d'où  l'on  tirera  d'abord 
Q  =  P  +  y/i'^PP-^^oi-^y  ^  P  -\-y/{^PP  ±1  ^o).  5j   ^  gf^ 
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un  nombre  pair ,  on  prendra  le  figne  fupérieur ,  Se  on 
prendra  ,  au  contraire  ,  l'inférieur  ,  fi  n  eil:  un  nombre 
impair.  Par  exemple ,  fî  /z  =  4 ,  à  caufe  de  P  =  11,  on 
aura  Q  =  II -^V(  5- 1^14- go)  ^ ^j_±^ _^  3_  s-  g^^^-^^  î^ ^^^^_ 

cient  du  terme  :(*"  eft  JsL,  on  aura   A  == — ^^ — ^^. 

Donc  le  coefficient  de  la  puifTance  j'  fera  =  — 4-^-i-t-  '9  —3^4 
=  -j6  i  mais  comme  Ç  =^  -. —^ == ',  on  aura  Ç^  Ç^ 
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e=3  ^ = :;^^-^ = — '  ;   èc   par   conlequent  X  = 

—  PP  q:  2  4-  P\^(5PP -t- 20)   ^  ,  -, 

■ = .Donc  un  terme  quelconque  F:(^ 

de    la    férié    donnera    ceux-ci  :    ^  "^  *^^  ^ =_!1?  r"  ■«•* 

_     _  pp  qr  2 -(- Pv^(5PP  ±  io)      ^  « 
&   ^^ l 

230.  Semblablement  dans  les  fériés  récurrentes,  dont 
chaque  terme  dépend  des  trois  précédents  ,  on  peut  déter- 
miner un  terme  quelconque ,  par  le  moyen  des  deu-x  qui  le 
précèdent.  En   effet,  foit  la  férié  récurrente         .... 

A-hBi-h  Cf  H-  Di'-^ ^P:r-^Q^"  -'^jR:^"*  '^-  ^c, 

dont  l'échelle  de  relation  foit  «  ,  —  ^»  -+-  >  ;  ou  qui  réfulte 
d'une  fraction,  dont  le  dénominateur  =1  —  a:^^^:^^ —  ^  :j'. 
Si  l'on  exprime  de  même  les  termes  P,  Q,  R  par  les  facteurs 
de  ce  dénominateur  que  je  fuppofe,(i — /'^)(i  —  ^^)  (V —  ''^)» 
de  forte  que  P-=^  A/J"^- B  ç"-+- C /•";  Ç  =  A/7/7"-4- B  ^  ^"H- Crr% 
èc  R  =  Ap\  p^-^  Bq\f-i-  Cr*.  r":  à  caufe  de  p  'h  q  -h  r  {eej 
=  a;  pq  H^  pr  •+>  qr  =C  èc  p q r  =  y,  on  trouvera  la 
proportion  fuivante  ;       .       . 

ij'— 2«ç>   -+-(ct.H- f)ç^  y  — ue  — ^)(2' 


Le  terme/?  dépend  donc  des  deux  précédents  P  Se  Ç,  &  pour 
le  trouver  il  faudra  réfoudre  une  équation  du  troifieme  degré. 
231.  Après  ces  obfervations  fur  les  termes  généraux  des 
EuLER ,  Introduciion  à  l'Anal,  injin.  Tome  I.  2  A 


—  3 

ÇyP'Q 

H- 

yy  P' 

^  — 

(«C- 

y)B' 

-4- 

{cty^ 

^^)AB' 

— 

tSyJ' 

B 

-f- 

yyA^ 
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fériés  récurrentes,  il  nous  refte  encore  à  chercher  les  femmes 
de  ces  fériés.  D'abord  il  eft  clair  que  la  fomme  d'une  férié 
récurrente  continuée  à  l'infini  ,  eft  égale  à  la  fraction  qui 
l'a  fait  naître  ,  ôc  comme  le  dénommateur  de  la  fradiou 
eft  connu  par  la  loi  de  la  progreffion,  il  n'y  a  plus  que  le 
numérateur  à  déterminer.  Soit  donc  propolée  la  férié 

dont  la  loi  de  pvogreffion  donne  le  dénominateur  i  — a  :j 
-t- f  !{* —  r^'-H  ^\*.  Suppofons  la  fraâ:ion  ,  qui  exprime  la 

fomme  de  cette  férié  infinie  =  —^ rr-r-^— .    -ît".  i  comme 

la  férié  propofée  en  dérive ,  on  aura ,  en  comparant ,    .     . 

a  =  A 

6  =  B  —  ce  A 

c  =  C~-'tB'i'CA 

d=D-^tC-^cB-—yA: 
Donc  la  fomme  demandée  fera .; 

-23Z.  On  comprend  aifémenc  après  cela  comment  on 
trouve  la  fomme  d'une  férié  récurrente  continuée  jufqu'à 
un  terme  donne.  En  effet,  fuppofons  qu'il  foit  queftion  de 
trouver  la  fomme  de  la  férié  propofée  jufqu'au  terme  P^", 

ôC  faifons 

s^A-^-Bi-^Ci^-^Di'-^Ei^ -t-Pf. 

Comme  la  fomme  de  cette  férié  prolongée  à  l'infini  effc 
connue ,  cherchons  celle  des  termes  qui  fuivent  le  der- 
nier P:j"   à    l'infini ,  laquelle  nous   fuppofons     ..... 

cette  férié  étant  divifée  par  ■{"*  '  donne  une  férié  récurrente 
parfaitement  conforme  à  la  première  ,  dont  la  fomme  fera 

par  conféquent  t  =        ...  

.Qt'"^'  +  (j?-«Q)t''-^'4-(^— «i;-t-gQ)î'-^'-Kr-«5+g/?-yQ)f^4 

I  -  «l  +  fl'  —  vî'  ±  <^C  * 
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On  en  conclura  que  la  fomme  cherchée  s  s^       .     t     .     . 

I  —  «  î  -r-  «r  — -/î»  -t-  <^î♦ 

I  — «î  -t-  ?Ç-  —  y  î'  -+•  «^î♦ 

233.  Donc  fî  l'échelle  de  relation  eft  à  deux  termes  «—  f; 
la  femme  de  la  férié  A  -i-B^-h  Ci^  ►+-  D  ;j'  -f- .4.  P;,", 

qui  réfulte  de  la  fraction — ^— ^^ — —  fera 

i  —  ui  -h  Su 

Mais ,   par  la  nature  de  la  férié  ,  i?  =  «  Ç  —  cP-,  donc  nous 
aurons  pour  lomme  :  ^ ; ,    .  /,, ^ . 

Exemple. 

Soit  propofée  la  férié  i  -f-  3  :(  H-  4 •{' H-  7 :{' -+•  Pif"  j 

dans  laquelle  a=i;C==  —  i;>4=i;5  =  3;   la  fomm.e 

de   cette   férié   fera    -^- — ^^  ~    _^ ^ .    Or   fi   l'on 

fait  :j  =  I ,  la  fomme  deviendra  i-+-3-+-4-i-7-+-  ii-f- 

-f.P  =  P-f.  Ç—  3.  Donc  la  fomme  du  dernier  terme 

&  du  fuivant  excède  de   trois  la   fomme  de    la    férié  ;    ôc 

comme    Q   =    ^^ — ~  ^°  9  la    fomme    de    la    férié 

i-+-3-H4.-4-7-hii-f- •4-P=» ^ ^ — '* 

La  fomme  peut  donc  être  exprimée  par  le  moyen  du  dernier 
terme  feulement. 


CHAPITRE     XIV. 

De  la  multiplication  &  de  la  divijîon  des  Angles: 

234.  Si  dans  un  cercle  dont  le  rayon  =   i ,  on  fuppofe 
un  angle  ou  un  are  quelconque  —:  \ ,  fon  finus  =  x ,  fon 

lA  i] 
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cofînus  ===  y,  Se  fa  tangente  =  ;  ;  on  aura  xx  ^yy  =  i , 

&  r  =  —  •  Ainfî  puifque  les  finus  Sc  les  cofinus  des  angles  :(; 

2.  \;  $\;  4^;  forment,  comme  nous  l'avons  obfervé,  une 
férié  récurrente,  dont  l'échelle  de  relation  efl:  zy  —  i,  on 
obtiendra  d'abord  pour  les  finus  de  ces  arcs  les  expreffions 


fn. 

°K  = 

o 

fin. 

i^  = 

X 

fi.. 

z^    = 

1  X  y 

frn. 

n  = 

4  xy  — 

X 

fin. 

41  == 

8  xy»  — 

4  X  y 

fin. 

5Ï  = 

l6  X  y^  — 

t  z  jc  y  *  -4-         X 

fin. 

^î  = 

3  z  X  y^  — 

3zxy'-}-      6  X  y 

fin. 

7K  ===• 

<Î4  X  y*  — 

8o  X  y*  -+•  14.  X  y*  —-'      X 

fin. 

8î  = 

lz8  X  y^  — 

îcfz  X  y^  -i.  80   X  y^  —  8  xy 

d'où 

l'on  conclut 

{ff)fiin.ni  =  x[i'-y''-{n^i)z'-^y-^^^^^=^^z'-^f-^ 

^  (/»-4)  ^"-5) ("-6)  ^ „_  ,    „ _ ,        i_n-<i){n-6){n-7)(n^%)  ^„_  j,     , _^  __  ^^, 

I.     2.     3        y         i.    2.     3.     4        y 

23  5.  Si  nous  faifons  l'arc  ;z^  =  5;  nous  aurons  y?/z.  /?;j  =î 
fin.  s  ^=fin.  (tt  —  j)  =  fin.  (  z^-f-^)  ^=  fiin.  (  3^  —  s)  &c.  car 
tous  ces  finus  font  égaux  entr'eux.  Nous  tirons  de  là  plufieurs 
valeurs  pour  x,  favoir , 

in.  —  »  /z/z. 5  fin.  5    hn. j  (m. 5  qlc. 

lefquelles  ,  par  conféquent  conviennent  toutes  également  à 
l'équation  trouvée.  Or  on  obtiendra  pour  x  autant  de  valeurs 
différentes  que  n  contient  d'unités.  Elles  feront  conféquem- 
ment  les  racines  de  l'équation  dont  il  s'agit.  Il  faut  donc 
avoir  l'attention  de  ne  pas  regarder  comme  égales  les  valeurs 
qui  doivent  être  confidérées  comme  les  mêmes ,  en  n'ad- 
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mettant  que  les  expreffions  alternatives.  Les  racines  de  (gg) 
l'équation  étant  donc  ainfi  déterminées ,  quoique  d'une 
manière  indirecte ,  leur  comparailon  avec  les  termes  de 
l'équation  nous  fournira  des  propriétés  remarquables.  Mais, 
comme  pour  cet  objet ,  il  faut  avoir  une  équation  qui  ne 
renferme  que  l'inconnue  x^  on  devra  fubftituer  à  y  fa 
valeur  i/'(i  —  xx);  ce  qui  exigera  deux  opérations,  fui- 
vant  que  n  fera  un  nombre  pair  ,  ou  un  nombre  impair. 

236.  Soit  n  un  nombre  impair;  comme  la  différence  des 
arcs  — ^  ,-4-:{,-f-3:{,-f-5:{i  5cc.  eft  2  :j  ,  Se  que  lé  cofinus 
de  cette  différence  =  i —  ixx,  l'échelle  de  relation  de  la 
progreffion   des  fmus  fera  2  — -  4XX,  —  i.    Donc     .     .     , 


4x' 

20  x'  -+•     16  x^ 
5  (j  x'  -t-  II  2  x''  — •     ^4  x' 
X  —  120  x'  -}-  43  2  x'  —  57(j  x^-f-  15  <î  x' 
Donc 


/..- 

-    :j  =- 

■  X 

fn. 

l  = 

X 

fut. 

3Î  =  3 

X 

fin. 

5K  =  5 

X 

fn. 

7^  =  7 

X 

fn. 

91=^9 

X 

Jln.      rf;^  =s  n    x  —    -=^ — ^  x*  -+-  -^- -^^- — —^  x 


n(nn  —  i)      ,  ^^    n  (nn  —   i)  (nn  —  9)       j 
1.   2.    3  I.    2.    3.     4.     S 


I.    2.     3.    4.     5.     6.    7. 
pourvu  que  n  foie  un  nombre  impair.  Les  racines  de  cette 
équation   font 

dont  le  nombre  eft  n. 

-r  ,  t  ■  nx         n(nn — lir'        n{nn  —  ï){nn  —  o)*' 

2  3  7.  L  équation  0  =  1  —  ;; 1 ;; ■ -j: -f- 

•' '  T  fi'-^l       i.2.1.fm.ni  1. 2. 3.4. 5._/7n.  nç  ■ — 

^-z — —  3  (  en  prenant  le  fiçne  fupérieur ,  lorfque  n  eft  furpaffé 

Jin.  ni  ^  ^  or  '  1  i 

d'une  unité  par  un  multiple  de  quatre,  6c  le  figne  inférieur 
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dans   le   cas  contraire)   a  donc  pour    facteurs  ^i £") 

conclut  de-là  que 

jufqu'à  ce  qu'on  ait  un  nombre  n  de  termes.  Pour  le  produit 
de  tous  ces  fa6leurs ,  on  aura .     .     .     , 


ou 


fin.  «  ^  =  =F a'-'/«- ï-/«- (p^  +  ï) /"•  ( ^  -»-î)-  fin.  {^  +  ï^  &c. 

Se ,  à  caufe  que  l'avant  dernier  terme  manque ,  on  a     .     ^ 

Exemple    I. 
Si  donc  /z  =  3,  on  aura  les  équations  fuivantcs  : 

o  =/;;.  i  +fin.  (i  20° -h  î  )  •+■  //;.  (2400  -f-  ï  )  =fin.  \  -^fin.  (60'  —  i)^fm.  (6o°4- î )4 


+ 


fm.'ii      fin.i       /n.(l20-i-î)       /7/î. (240 -)- î)      jïn.i      fin.  {60  — i)      fin.{_6o  +  i). 
fin.-il=:— 4  fin.  ^.  fin.  {12.0 -h  l)  fin.  {240 -i-i)  =4/«.  :j.//z.  (60— ^)    /n.(6o«+.^)^ 

On  en  conclura ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué , 
fin.  (  (îo  -4-  :()  =  Jîn.    :^  ~\-  Jîn.     {6q  —  y^)    te 
3   cofec.    l  ^   =  coféc.^  -t-  coféc.{6o  —  :{)  —  cqféc. {60 <+:(), 

Exemple    II. 
Suppofons  «  =   jj  6c  nous  aurons   ces  équations: 

o  =fim.i  +fm.{J^  +  A+fin.(^i^-i.i)-i-fin.(^'^^-i-i)-hfin.il*  +  i} 
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Puis 


=  7—4- 


>      j_ 

//:.jî  =  i6./«.ï.ySi.(i;T— î)/;-7.(-;^-t- î)/«.  (i,  _  ^)   yr«.  (i-^.^). 
D'après  cela  ,  fi  nous  faifons  n=  im~^  i,  nous  trouverons 

Les  fignes  fupérieurs  fonc  pour  le  cas  où  m  eft  un  nombre 
impair  ,  ôc  les  lignes  intérieurs  pour  celui  où  m  eft  un  nombre 
pair.  L'autre  équation  fera 

n  I  I  I  I  1 

^'^U-y  ^"-U-^v -^"Ct—O  ^"-(v+O 

laquelle  fe  ramené  facilement  aux  cofécantes.  On  a  en 
troifieme  lieu  ce  produit  ; 

2  38.Soitàpréfent«  unnombrepair;àcauredey=i/'(i' — xx) 
&  de  cqf.  1^=1  —  zxx,  ce  qui  donne,  comme  ci-delTus , 
l'échelle  de  relation,  2— 4XX,  —  i,on  aura      .     .     .     , 

Jîn.  o  :j  =  o 

Jin.  2:{=   ix\/'{i-^xx) 

y?;z,  4:(  =  (4x —  8x')^^(i  —  x  x) 

fin.  6  ;^  a=(6^  —  /jix'-h  }ix^)  ]/  {ï  —  X  x) 

/In.  81=^  {Sx—  ^ox'-^  ï^ijc^)  —  128x^)^^(1  ^xx) 
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&  en   général  

ninn--4)      ,  n.{nn  —  4)  {nn  —  16)      , 

I.    2.   3.    4.    5.   6.    7 
/z  défignant  un  nombre  quelconque  pair. 

239.  Pour  rendre  cette  équation  rationnelle  ,  prenons  de 
part   &  d'autre    les  quarrés ,   &  nous  aurons   une  équation 

de  cette  forme  : 

{Jm.;!iY=^nnxx-+-  Px^-\-  Qx^  -i- —  z'"~'x"',  ou 

v-" rir-^  xx-i — TïT^rr  '  fin.n-zY  =^01  dont  les  racines 

feront  à  la  fois  pofitives  èc  négatives  ;  favoir  +  fin.  :f ,  + 

prenant  toujours  mi  nombre  n  de  ces  expreflions  ;  &  comme 
le  dernier  terme  ell  le  produit  de  toutes  les  racines ,  en 
extrayant  la  racine    quarrée    des  deux   membres ,  on  aura 

f,^,nl^^^-'fln.l.fin.(^^-,)fin.(^-^-^^yn.il^-,) 

Les  cas  particuliers  apprendront  de  quel  ilgne  on  doit  faire 


iifage. 


Exemple. 


Ainfi,  en  fubftituant  pour  n  fucceflîvement  les  nombres  2,4, 
6  6cc ,  &  choifiirant  un  nombre  n  de  fmus  diiFérens,  on  aura 

fm.il=     ^fin. ï/«.  (7 ~ î) 

140. 


240.  Il  fuie  donc  de-Ià  qu'en   général ^. 

en  fuppofant  n  un  nombre  pair.  Or,  fi  on  compare  cette 
exprellion,  avec  la  précédente  qui  a  lieu,  lorfque  n  eft  un 
nombre  impair ,  on  remarquera  entr'elles  une  telle  relTem- 
blance ,  qu'on  pourra  les  réduire  à  une  feule.  On  aura 
donc ,  foit  qu'on  luppofe  n  un  nombre  pair  ,  foit  ou'on  le 
fuppofe   un  nombre  impair  , 

jufqu'à  ce  qu'on  ait  pris  autant  de  facleurs  que  le  nombre  n 
contient  d'unités. 

241.  Ces  formules,  au  moyen  defquelles  on  exprime  en 
facteurs  les  fînus  des  angles  multiples  ,  peuvent  être  utiles 
pour  calculer  les  logarithmes  des  finus  à^s  angles  multiples 
&  pour  trouver  plulieurs  expreilions  des  linus  en  facleurs , 
tels  que  nous  les  avons  donnés  (  arc.  1 84  ).  Au  refis ,  on  aur^ 

fm.-.l=    z./!n.:;.JIa.(^~-.A 

/>2. 3 -  =3   4.fin. -.fin.  [J-  —  7^  fm.  Q-^-^ 

/in.  41=   S.fm.  i.fin.  (^- —  ^fin.(^-^~^  fm.  Q~  —  {^ 

fin.n=^,6.fin.7.fin.  (l-r^fn.(j  ^{'^fn.Çj-{)fin.(~^^^ 

>•  (¥-0 

&c. 
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241.  De  plus,  à  caufe  de  ■  .'^'^  =  i  cof.n:^,  les  cofinus 

des    anf^les    multiples    feront    exprimés    en    faveurs   d'une 
manière  femblable 

,c./,,=.6./..  (f^-t>-  Cf,-0^-  (ro-0^-  C^O  ^ 

&;  en  général 

jufqu'à  ce  qu'on  ait  autant  de  fadeurs  que  n  contient  d'unités* 

143.  Les  mêmes  exprelfions  fe  déduifent  de  la  confide- 

i-ation    des    cofmus   des    arcs    multiples.    En    effet,    fi    l'on 

fait  co/  :[  =  y ,  on  trouvera ,  comme  il  fuie  :      ,     .     •,    » 

Cof.  o  :j;  =     I 

Cof.x-{=   y 

Cof.xi=zyy—i 

C./4Î  =    Sy    -      8yy-H    » 

Cof.<,-{  =16/    —    io/     -4-    5y 

Co/.  6:j=3zy    —    48  y*    H- i8jyy  —  t 
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Si  en   général 

1. 2.  3  y       1.  2. 3.4  "    y  • 

Cette  équation  ,  à  caufe  de  cof  n  ■^  =  cof.  (  2  t  —  n?) 
=  <^^/  (  i  ~  -+-  /z  :{  )  =  <ro/  {  4  rr  -+-  n  i)  =.  cof.  [6  TT  ±^  n  i)  ècc  y 

aura  pour  fes  racines j:  cof.  i;  cof  Q^  ±  ^^  ;  cof.  (^  Hh  :{\  '•, 
cof.  —  ±  0  ^'^  ï  &  on  choifira  pour  j'  autant  de  ces  expref- 

fions  qu'il  y  a  de  racines  ,  c'eft-à-dire,  autant  que  n  contient 
d'unités. 

244.  D'abord,  il  eft  donc  évident,  qu'à  caufe  du  fécond 
terme ,  qui  manque  ,  on  aura  toujours ,  excepté  le  cas 
où  7z  =1,  la  fomm .  de  toutes  ces  racines  =  o.  Par  conféquent, 

O  =  cof.l+cof  (il_î)+../.  (^^^^cof.  (^-{^^cof.  (^+?)  &c. 

en  prenant  autant  de  termes  que  n  contient  d'unités  :  au 
refte,  cette  égalité  fe  préfente  d'elle-même.  Cm  e^  un  nombre 
pair  ,  parce  q  e  chaque  terme  elt  détruit  par  un  autre  négatif" 
qui  lui  eft  égal.  Confidérons  donc  les  nombres  mipairs  en 
excluant  l'unité,  ^  nous  aurons,  à  caufe  àecofv== — cof 
{■^  —  v) ■•.,..»,.     ^ 

O  =  cc/.i-coj.  (^-î)  -cf.  (^+^)  ^cof.  Q^^^:.^  +  ccf.  {j  +  l) 
t=^cof.  î  -cof.  {~-l)  -  cof.  (^  +  î)  -i-cof  Ç'^-l)  +cof  ('-"+î) 

&  généralement  n  étant  un  nombre  impair  quelconque; 

-"/(ï-î)-<./:(';+î)+../(^;-,.)^../(:'*0-^'- 

I  B  ij 
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ayant  foin  de  prendre  toujours  autant  de  ternies  que  n  con- 
tient d'unités  :  mais ,  il  eft  néceflaire  que  n  foit  un  nombre 
impair  plus  grand  que  l'unité ,  comme  nous  en  avons  déjà  averti. 

245.  Quant  au  produit  de  toutes  les  racines,  on  obtient 
à  la  vérité  différentes  expre/Tions  ,  fuivant  que  n  eft  un 
nombre  ou  impair  ,  ou  impairement  pair,  ou  pairemenc 
pair  ;  mais  elles  font  toutes  comprifes  dans  l'exprefîion  géné- 
rale trouvée  ci-deffus  (  art.  241  )  ,  en  changeant  les  finus  en 
cofuius.  Ainiî ,  on  aura «. 

(of.    ^  =    I .  cof.  ■^ 

eof.iiz=z   2.  cof.  Q^  -f- t)  cof.  Q^  —  ^ 

cof  31=   4-  "f-Çj--^-  î)  "f-  Ql^-  —  t)  '=°f- 1 

./41=    8.  cof  (^-H,)  cof  Q--,)  cof  (1-^,)  ./  (1  _,) 

&  en   général 

'*  (Tr'-*-0"^-(TÎ^'~')"'^(^"*0  *"■ 

en  prenant  autant  de  fa£leurs  que  n  contient  d'unités. 

246.  Soit  Ji  un  nombre  impair,  &l  commençons  l'équation 

par  1  unité  ;  nous   aurons  o  =  i  -i j^  ■+.  &c ,   équation 

dans  laquelle  il  faudra  prendre  le  figne  fupérieur  ,  fi  /z  efl 
un  nombre  impair  de  la  forme  4/72-1-  i  ,  Se  l'inférieur , 
fi /2  =  4OT  —  I.  Nous  tirerons  de-là  

coj.  J  coj  ^ 

3  I  t  I 


-/31  -A   cof(^-,)   -/-c;-?) 


5 


(ofn     iofi     cof 


-f- 


'■^•(7-0   ^"/(j-^O    "^-(r-O   --^(-f-^O 
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te  généralement,  en   (uppcfant  /z  =  z  /«  -+-  i  , 


c-./.^-.+îj      co[\-.-{)      .c,/:(^_-.+îj 


&.e; 


"-^(-7''-0  '<~'*^)  "/-C^'-O  "K=^''^0 

en  prenant  autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans  n. 

247.  Donc,  à   caufe   de  ~r-  =  fée.   v,   on  en  conclura 
pour  les   fécantes  ces  propriétés   remarquables:   favoir , 

fie.    l^fic.i 

&  généralement,  en  faifant  «  :^^  i/;z  -h  i  ;  on  ama 

il  fier.  7^=.  fie.    {--rr-^-yf\    -^  fie.   f—^  —  lJ  —fie.    (  -îr-t-^J    ■ 

Z4S.  Quant  aux  cofécantes ,  on  trouvera  d'après  ce  que 
ïious  avons  vu  (art  2,37)         

cofie.    ç  =  cpfic.  i 
3  eofic.  3  î  =  cofà.  i  ■+  cofie.  (  T"  "  r}  "  '^°f''-  (  f  "^  0 

^eofic.'ii=:cofic.i^\cofie.   (  —  —  {^  _fo/à.  (^  y+  ^J  —  co/iV.  ^  "j"  — ï) 

■:^jofic.  (y  +  A 
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+ c^/«.  (  —  -t-  n  +  co/f  •  (^  ^  -  î)  -  to/tc.  (y  +  î  ) 
&  généralement  en  fuppofanr  ri  ■=  im  -\r  i ,  on  aura 

nc<7/â-.nî  =  <:o/à-.î+(ro/:^f.  (7— î)  —  ^ qA'c.   (7-*"^)  — «^"/''^-  (~~'^} 
■i-coféc.   Ç^  +  A   ^ccféc.  (^  — î)   -«/^'^-  (^"+"0   

•••••••  •  -^^"^"  (--0  ±"-^'-  vv^v' 

Les  fignes  fupérieurs  conviennent  aux  cas  où  m  eft  un  nombre 
pair  ,  ôc  les  inférieurs  à  ceux  où  m  eft  un  nombre  impair. 

249.  Nous   avons   vu  auparavant  que  cof.  «  ^  ±  ^ —  ^^ 
fn.  n  i   =    { cof.  l    ±:   y^  —    i  Jin.  i  )"    donc    cof.   n    ^   = 

(coj:  t    -4-    ^/—   l  _fin.  i)"   +    (cof.  i    —    V-    1   fin,  i  )"   ,     r^    ^  __ 

(co/!  r  -f-  »/ —   I  fin.  lY  —  (  cof  z  —    V —  l.  fin.   r  V         0,     , 

2    .     —   I  '  tD  X 

{cofi±J--l.fin.^Y-Jcof^-J_-rfin.ir^   f^^ifo^S    ,  ^ 

i,cofi-i-v'—lfm.iy'J—i+{cofi  —  y  —  ifin.iYy{—i  °      ^ 

-7- =  r,  nous  aurons /a/7F./z?=ï, ; — ^,    /      , ;„  ,      • 

ce  qui   donne    pour  les  tangentes  des  angles   multiples  les 
expreffions  fuivantes  :  ,     , 

tang.        :j  =  f 

4?  —  4«' 

o'   ^   x  1  —  Gtt  -i-  t^ 

K  t    —    10  «  '    -J-   «' 

ôc  en  général 


tang.  n^ 
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^^^_r.(n  —  i)(n~2)  ^^  _^  n.(n  —  i)  {n—  2)  (/z  — 3)  {n  —  4)  ^^  ^ 

I     2.  3  I.    2.  3!  4I  ^         '         '^*^* 

.  -  ^^IJAJ^IJ  ..-,-"-C"-0("-O  ("-3)   ,      „" 
I-       -  I.       2.  3.  4.  —  ûcc: 

A prérent,puirqiierû?z^./z  :j  =  ;û;z^. (^-f-/z :j)  =  /■^/z^.  (2 ^-+-  ^^ ^ ) 
=  tang.  (  3  ^  -+-  /z  :{ )  Sec  ;  les  valeurs  de  /  ou  les  racines  de  l'équation 
feront  tang  ^;  tang  {^^i)  ;  tang  (^  +  î)  ;  ^a/?^.  (^^-4-î)  i  &c, 
iufqu'à  ce  qu'on  en  ait  un  nombre  n. 

250.  Si  l'équation  commence  par  l'unité,  on  aiJra      .     ^ 

nt  n.{n—i)tt  _,      /;■(;;—  i)(;;  — ay; 

O  =  I  '  ' ~    ~~"    "T-  — -4-   &f 

tang.nl  l.      2  l.   l.         •)■  tang.    h^  '^  ' 

&  par  conféquent   la  comparaifon  des  coëfficiens  avec  les 
racines  donnera        

acot.ni=''cot.i-i-cot.   T  -1  -<_  j   I   _f- cor.  ^  —  +  j  J   H- cot.   ^ll_j_j"\ 

On  aura  enfuite  la  fomme  des  quarrés  de  toutes  ces  cotati- 

gentes  =  ^^"^^^.  —  n.  Les  puiiïances  fupérieures  peuvent 

être  affignées  d'une  manière  femblable.  Au  refte,  en  mettant 
pour  n  des  nombres  déterminés ,  on  trouvera        .... 

cot.  i=^cot.i 
s.cot.2t=  cot.  ï4-  cot.  r i-ij 

jcot.'ii=  cot.i+cot.l—-i-l\    -t-cot.     r—^^J 

■Hcot.4i=scot.i-hcot.  r~  -i-^J   -ir  coi.  {  — +{  j  +  eot.C H  i  \ 

^cot.^l=cot.i-{.cot.  {—+  l\  +cot.(~-{-i  )  +  '^'"-("^'+"î) 
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251.  Mais  comme  coi.  v  =  -r-  cot.  {tt  —  v),  on  aura 

cot.    i^coi.i 
zcot.ii  =  cot.i-~cot.[—  —  ';\ 

'^cot.^^y^z^cot.i  —  cotA l\  -{- cot.i  — -i-\\ 

^cot.4i=^cot.i — cot.  {  —  — î  J  +cot.  f HîJ  —cot.  f \\ 

jfo/.5:^  =  wf.t  — cof.  ^-^— jj-i-cor.^^  +  ^J— <rot.  {^—Ij-^cot.  ^ -^+^J 

£c  en  général 

t)  cot.  n  î  =  cot,  i  —  cot.   ( î  )   4-  cot.  ( 1-  ~  j  __  cot.   f  -^ ç  J 

+  cot.  (^4-î)  — .  (If  -î)  +cot.  (  5f -^î)  _&c. 

jufqu'à  ce  qu'on  ait  pris  aucanc  de  termes  que  le  nombre  n 
contient  d'unités. 

252.  Commençons  l'équation  que  nous  avons  trouvée, 
par  la  plus  haute  puifTance,  Se  diftinguons  les  cas  où  n  eft 
un  nombre  pair,  ou  un  nombre  impair.  Soit  d'abord /z  ua 
nombre  impair  =  2  m  -i-  i  ,  un  aura  .,..-. 
i  ■ —  iang.  ;[  ==  o 

r' — ^tttang.^^ —  3;   -H   tang.   3   ^  =  0 

/^ —  5  r'^  icing.  5  ^  —  lor'-i-  lo^r  ra/z^o-  5  :{  -î-  5  ^  —  ^^^^-  5  î  =  <^ 

&:   en  général 

;■"  —  n  t^  ~~  '   ^û«^.  /z^   — ^  ^^'/^-  «  t  =  '^ 

le  figne  fupérieur  —  a  lieu ,  fi  m  eft  un  nonibre  pair ,  ôc 
l'inférieur  -+-  li  m  eft  un  nombre  impair.  On  aura  donc  ,  à 
caufe  du  coefficient  du  fécond  terme 

tan^.  i=.tang.i 
3  tang.  3  î  =  r«ng.  î  -f-  ta;!g.  (  ^  "*"  W  "^  '•'"S'  (  T  "*"  ^) 
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255.  Comme  ung.  v  =-•  —  tang.  (w  ^^  y),  les  angles  plus 

î^rands  qu'une  angle  droit  fe  ramènent  à  ceux  qui  font  plus 

petits ,  &:  on  a         

3  tang.  3  ^ = w/.-.  î  -  /4/!-.  (  j — î)  +  '""S-  \  7  "^  y 

5  f.-/:^.  5  :  =  ur.g.  i  -  tang.  (  ^  _  ^^  -+-  t-'g-  (  J"  +  l)  -  ''''S^-  (  Y  "  V   H- 
7  .'j;!^.  7  ^  =  :ar.r.  i  —  Az;;»:.  i   f.  —  ^A  +  tang.  Q  -I  -t-  ^ j  —  ««o-.  ^  :L_  _  -  j  ^ 

&  généralement  il  /z  =  z  /^z  -+-  i  ,  on  aura     .... 

-^"''-^•(ï-^0""''^-(¥-î)-^ -""'■s-(^i-i)+^'"^^-{~+i). 

254.  Quant  au  produit  de  toutes  ces  tangentes  ,  il 
fera  =  ti-^g-  n-^,  parce  que  le  nombre  des  fîgnes  négatifs, 
qui  fe  trouve  alternativement  pair  &:  impair,  fait  difparoîtrG 
i'ambiguité  des  lignes  ci-defl"us.  Ainû  on  aura        ..... 

ung.    i  =  tar.si. 

'•f^-S-  *  î  =  '^'"■S-  l-('^"S-  f  —  —  l)  (■'"£■  (j-  +  \J 

Se  en  général  Cin=zm-hi,         

tan£.nj;^=stang.i.tj;:g.f ij  tan^.  l HîJ  tang.f l\'^"S-{  — ~*~0  ^ 

'-!•   (t-0     x^'«»S-(v-O""^-(""r-*-0- 

255.  Soit  maintenant  n  un  nombre  pair,  &  commençons 

par  la  plus  grande  puilfance,  nous  aurons         

tt  -\-  i  t  cot.  2  :^  —   1=0 

z*  -h  4^'  co;.  4:^  — '  (î^^  —  4ft  cot.  4  :(  H-  i  =;  o 
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&  en  général ,  {vn  =  x  m  ^        .  ^     .     .     -  .     ï 

;"  -h  /z  r  "  —  '  cot.  ni  — -H-i==o^ 

le  fio-ne  fupérieur  —  a  lieu,  fi  m  eft  un  nombre  impair,  & 
l'inférieur  -+-  fi  ;72  eft  pair.  En  comparant  donc  les  racines 
avec  le  coefficient  du  fécond  terme ,  nous  trouverons     .     . 

—  a.cot.2i  =  tang.i  +  lan^.(^  —  -i-lJ 

~.4C0t.4i  =  tang.^  +  tans.  (^^  -i-  A  +  tang.   y-^  +  xJ  +tang.    \^ll  +  ^^ 

—  Ccot.6iz=tang.i-Jrtang.\^~-i-l^-^tang.  [^  -^ l\  -h tang.    \^~  ^A 

-i-tang.  ^  ^  +  ïj   -H  '^"S-  (  Ç  +  î) 
&C. 

1^6.  A  caufe  de  tang.  v  =  —  i'^^g-  ('^  —  v)  j  on  formera 
les  équations  fuivanres  : 

i  cot.  2  ^  =  —  tang.  i  -h  tang.  f   —  —  ^  j 

4 cot. 4 iz=^ tang.  1  + tang.   (^  —  ij  -'tang.  \^-+-lj    +'-'"S-  y— îj» 

6cot.(>i=z^tang.i->rtang.  (L  —  A—tang.  ^l-i-A  -^tang.  \^~  -.\ 

^tang.(l^.^~;^^tang.Q-^-A) 

.  &  en  général ,  Ç\n  =  xmy  on.  a.  .     .     j 

î*  îot.ni's=.—tang.i+tang.  Q- A  —  w/^g-.  ^  jM-H  -htang.  ^Z^  —  j^J 

257.  Ces  formules  font  difparoître  encore  l'ambiguïté  des 
fîgnes  du  produit  de  toutes  les  racines  ;  6c  on  aura  par 
cette  raifon ^ 

t  =  tang.i.tang.y~—i^ 

1  =^  tang.itang.  ^—  _  A  tang.  ÇL+{^  tang.  ^^  —  {^ 

t^lang.i.tang.(jL-:^tang.  (jL^^tang.  (^"î)  ""^-  (  ^+O  '""^-  (  Is"  ~^)  > 
&C. 
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nu  furplus ,  la  raifon  pour  laquelle  ces  équations  ont  lieu 
cil  lenlîble  &  faute  d'abord  aux  yeux;  puifqu'il  y  a  toujours 
deux  angles  complëmens  l'un  de  l'autre.  Les  tangentes  de 
deux  de  ces  angles  donnent  donc  toujours  un  produit  ==i, 
6c  par  conféquent  le  produit  de  toutes  doit  être  éo^al  à 
l'unité. 

2  5  S.  Comme  les  fmus  de  les  cofinus  des  angles  en  pro- 
greflion  arithmétique  forment  une  férié  récurrente  ,  on 
pourra  affigner  par  le  Chapitre  précédent  la  fomme  d'autant 
de  ces  lin  us  &  de  ces  cofinus  qu'on  voudra.  Soient  les 
;ingles  en  progreffion  arithmétique 

&   cherchons   d'abord  la   fomme   des   finus  de   ces   ano-les 
en  luppofant  la  progreffion   infinie.  Soit  donc 

s=Jîn.a-+-/în.  {a-^- b)-^fvi.  (û -4-  zb)-^fin.  (tz-f- 3^) -H  &c. 
&:  comme  cette  férié  eft  une  férié  récurrente  ,  dont  l'échelle 
de  relation  eft  2  cof.  b  —  i  ,  elle  provient  du  développe- 
ment d'une  fraclion  ,  dont  le  dénominateur  eft  i  —  22;  cof.  b 
'\-  \\->    en    faifant    t^    =    i.    Or    cette    fradion    fera   = 

^-^-TZ^of:^Z^l ~-  ^°"c  en  fuppofant  :^  =  i, 

fi.n.  a  -Jr-fi-n.  {a  -f-  hS  —-  ifin.  a  cof.  b   fin.  a  —  fin   (a h\ 

on  aura  s  = — ^ V-; — ^- i—  — -'-i-2 — -'"•'■•^     ")  \ 

^  —  ^cof.b  2(1  —cof.  b)        ^ 

caufe  de  2  fin.  a  cof.  b  ==fin.  (a-'.-b)  ~^j7n.  {a  —  b).  Mais, 
comme  /ïn.  f  •—  fin.  g  =  2.  cof  J-^.  fin.  l^ ,  il  s'enfuit 
que  fin.  a  —  fn.  {a  —  b)  =2  cof.  {a  —  -^-  b)  fn.  ~  b: 
d'ailleurs   i  —  cof  b  c=   z  [fn.  ~  bf },  cq  qui  donne  s  = 

cof.  {a  ^b)_ 

zfm.  {  b 

159.  Concluons  de-là  qu'on  pourra  aHigner  la  fomme 
d'un  certain  nombre  de  fmus,  dont  \qs  arcs  font  en  pro- 
greffion arithmétique.  En  effet,  qu'il  s'agifTe  d'avoir  la  fomme 

de  cette  progrelfion 

2  C  ij 
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fin.  a  -h  fin.  {a-hb) -i-fin.{a-i- o.  b)  •¥  fm.  (a  -f-  3  t  )  + -*-  /n.  (<i  4-  n  i) ." 

Comme  la    foiV.r/.e  de  cette   progreffion  continuée  à  l'infîi-îi 

eft  ■     \!~7r~  >  confîdérons  les  termes  qui  fuivent  le  dernier 

il  l'inHni  :  (avoir ,  _/?«.  [a  -;-(/:-+-  i;  ]  /^  -\~j7n.  [w^  {n  -]--  2)  ^^  j 

^Jïn.  Va  -f .  (,,  -}-3 }  ^  1  -f.  6cc.  leur  femme  fera  =  ^'^/['^  +  (^+1)^1 

retranchons  celle-ci  de  la  première,  &  il  reliera  la  femme 
demandée,  c'eft-à-dire,  que ii on fuppefe s ~— fin. a -^ fin.  {a-\-b) 
-4-  fin.  (^-4-zi)-4- -h  yF/î.  (  t:  -f-  n  b),  on  aura 

«/  (  /z  —  \b) cof.[a-i-{n  ■+- {)  b'\  fin.{a-i-\nl)  fin.  \  (n  -i-  l)  b 

^  — '  Tfin.  {  b  '  ■  Jn^ib  * 

i6o.  Pareillement,  Ci  on  veut  avoir  la  femme  àcs  cofinus, 
&  qu'on  fafTe ^.     . 

s=cofi.a-^cofi.{a-\-h)-^cofi.{a'^  ib)  ~\-cofi.[a'^':,b)  -+-  ôcc. 

à  l'infîni,  on  trouvera  s  =  -^ ^^^J  A        i-irrr-^ —y 

enfuppofant:(=i.Doncàcaufede  2  cofi.  a.  cof.  b  =  cofi.{a — b) 
^cofi{a-^b),s  deviendra  =  '"^'^\r-tf.''b~''^'  ^'"  *^^//—  '^(>f-ê 
t=5  xj^n.-^-fin.—^l  par  conféquentjCç/Ta  — cof.{a  —  b)=s 
b=-.  ifim.  (^  —  T  b)fin.  I  ^ ,  6c  à  caufe  de  i  —  cofi.  b  ==  i  {fin  ~b  )' 
on  aura  51=  —  ■  "7  '■  l  5  &  comme  on  a  d'une  manière 
fcmblable  la  femme  de  la  férié 

cof.  [j  -|-  (  «  +  l)  ^^]  +  co/.  [  û  4-  {  n  4-  2)  /■]  -+-  co/  [a  -H  (  n  -4-  3)  i]  +  &C.  = 

—  fin-['^-*-{"-^i)  1    g,^  retranchant  cette  dernière  de  l'autre, 

2  /w.  z  b 

le  refle  fera  la  femme  de  cette  iérie 

s  =  cjf.a  ■+■  cof.  (a  -+-b)-i-cof.{a-t-o.h)-i-  cof.  (^  -t-  3  J)  -<-  . .  .  .cof  (a-hnb); 

cC  conlequemment  s  =         ~^.  k  '  b ^ '"^  ^^ 

tof  {c  -^  ',  n  b)  fin.{\  {n  -Jf  1)  bl 
fi.n.\b 

1^1.  On  pourroit  ,    ^    l'aide    des   principes   précédents. 
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réfouiire  beaucoup  d'autres  queftions  relatives  aux  fin  us  & 
aux  tangentes  ;  comme ,  pnr  exemple  ,  trouver  la  fomme 
des  quarrés ,  ou  des  puiflanres  plus  élevées  des  finus  &  des 
tangentes  ;  mais  comme  cela  fe  déduit  des  autres  coëfficiens 
des  équations  ci-defllis ,  en  Tuivant  un  procédé  analogue  , 
je  ne  m'arrêterai  pas  davantage  fur  cet  objet.  Quant  à  ces 
dernières  fommations ,  il  faut  remarquer  qu'une  puifTance 
quelconque  de  finus  £v  de  cofinus  peut  être  développée  en 
finus  &.  en  cofinus  d'arcs  multiples;  c'eft  ce  que,  pour  plus 
de  clarté,  nous  allons  expofer  ici  brièvement. 

i6z.  Pour  cet   efFet ,   il   conviendra  de   tirer  de   ce   qui 
précède  les  lemmes  fuivants  : 

z  fin.    a.  /in.    ^  =  cof.  {a  —  ^)  —  co/  ( ^  -i-  - ) 
2  cof.  a.  Jin.    i  ^=  fin.    ( a  -t-  :f  )  —  fin.    {a  —  •{) 
1  fin.    a.  cof.   •{  <==  fin.    (  «z  -4-  :{ )  •+•  fin.    {a  —  ^  ) 
1  cof.  a.  cof.  \  =  cof.  {a  —  :{)•+-  ccf.  {a  —  :j). 
On  en  conclura  d'abord  les  puifTances  des  finus:        .    „ 

fin.i    =         /;r.^ 
z{fin.iy==  I       —     cof  11 

%{fi.n.iY^  3  —  A^ofzi^  cof 4,1 
lèifin.iY^  10  fin.  i—  5/^.3^-»-  /^-îî 
7,i{fim.if=    10  — 1<^  cofi.i-{-\-  6cofi.^-i — cofi.C:^ 

6.^[fiin.{y.^   l^  fin.i—zifin.ii-^   1  fin.^  l—fiin.-^l 
iiS{fin.if=   55  — $6cofzi-^-i2ccf.4i—Zcof.6i-i-Cûfîi 

1^6  {fim.iY  =  izCfiin.i  —  ^^fLn.ii-\- 3 6fin.^i  —3fi^n.~-{-k-fin.^-{ 

La  loi  que  fuivent  ces  coëfficiens  eft  la  même  que  celle  des 
derniers  coëfficiens  numériques  du  binôme,  excepté  que  dans     ,» 
les  puiffances  paires  ,  le  nombre  confiant  n'efi:  que  la  moitié  ^'^^ 
de  celui  que  donne  le  binôme. 
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1(^3.  On   aura  pareillement  Jes   puiiïances    des    cofinus  : 

z[cof.iY=    I  H-       cof.}i 

j,%{cof.if=^io  -4-15  cof.zi-\-6ccf.^:;{^-^cof.6i 

Il  fout  faire  ici  à  l'égard  de  la  loi  de  la  progrellion  la  même 
remarque  ,  que  nous  avons  faite  pour  les  linus. 


CHAPITRE     XV. 
^Dcs  Séries  réfultantes  du  développement  des  Facleurs, 

2^4.  Soit  propofé  un  produit  compofé  d'un  nombre 
quelconque  de  faéleurs  ,  fini  ou  infini ,  de  cette  manière 
(i-;-":{)(H-e:C)(H->î)  {i-^^i){i-^^i){i-h^l)  ècc. 
lequel  ,    étant     développé    par    la    multiplication  ,    donne 

I  -I-  ^:^  -î-  5f-h   €1'-+-  Df-f-  ^f  H-  F:(^-^  &c; 
il  eft  évident  que  les  coëfficiens  A,  B ^  C,  D,  E  tic.  font 
formés  des  nombres  «,  ^,  y,  J",  «,  I,  &c  ,   de  forte  que 
>^  =  cc-he-+-.j.-+-<f~-}-«-l-?-i-  &c.  =  à  leur  fomme. 
i?  =  à  la  fomme  de  ces  nombres  combinés  deux  à  deux. 
C  =  à  la  fomme  de  ces  nombres  combinés  trois   à  trois. 
J)=  à  la  fomme  de  ces  nombres  combinés  quatre  à  quatre. 
£"  =  à  la  fomme  de  ces  nombres  combinés  cinq  à  cincj^. 

&c. 
jufqu' à  ce  qu'on  foit  arrivé  au  produit  de  tous. 
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ï6^.  Donc,  fi  on  fait  :j  =  i,  ce  produit       .... 

(I-^  «)  (i-f-^)  (i  -H  î')  (n-<r)  fm-i)  5cc. 

fera  égal  à  l'unité  ,  plus  à  la  fuite  de  tous  les  nombres , 
qu'on  peut  former  avec  les  lettres  *,  C,,  7,  «î",  s  en  les 
prenant  fépaiement^  ou  en  les  multiplinrit  deux  à  deux,  ou 
en  plus  grand  nombre  ;  5>c  fi  le  même  nombre  peut  réfulter 
de  leur  combinaifon  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  manières  ,  il  fe  trouvera  dans  la  férié  deux  fois  ou 
davantage. 

266.  Si  on  fuppofe  :(  =  —  i  ,  ce  produit     ....     .     , 
(r  -_  «)  (I  _  f)  (i  _  ^)  (i  _  J-)  (i  „  e)  &c. 

fera  égal  à  l'unité  ajoutée  à  la  fuite  de  tous  les  nombres, 
qui  réfulteroienc  des  quantités  «,  ^,  7,  <^,  «,  I  &c.  en  les 
prenant  féparément  ,  ou  en  les  combinant  deux  à  deux ,  ou 
en  plus  grand  nombre,  comme  dans  le  cas  précédent;  mais 
avec  cette  différence  que  les  nombres  ,  que  donneroic 
chacune  des  lettres,  ou  leur  combinaifon  trois  à  trois,  cinq 
à  cinq ,  ou  en  nombre  impair  ,  font  négatifs ,  &■.  qu'au 
contraire  ceux  qu'on  obtiendroit  de  leurs  produits  diffin6ls, 
en  les  prenant  deux  à  deux,  quatre  à  quatre,  ou  fix  à  fix, 
ou  en  nombre  pair ,  font  pofitifs. 

267.  Ecrivons    pour  »,    e,  7.,  <r  &c.    tous  les   nombres 
premiers  2  ,  3  ,   5 ,  7,  1 1  ,  13,  alors  ce  produit     .     . 

(i -^  2  )  (i -+- 3)  (i~H  5)  (i -h  7)  (I -+- 1 1)  (i-h  1 3)  &c.  =  P  ' 
vaudra  l'unité,  plus  la  fuite  de  tous  les  nombres  premiers, 
&  de  ceux  que  donnent  les  produits  de  ceux-ci,  en  ne  pre- 
nant qu'une  fois  chacun  d'eux  dans  leur  combinaifon.  Ainfi 
P=  1-1-2-^3-1-  5-f-  6H-7-f-io-+-i  1-1-13-4-15  -4-17 -h  6cc. 
férié  qui  renferme  tous  les  nombres  naturels  ,  excepté  les 
puillances ,  ou  ceux  qui  font  divifibles  par  des  puifTances,  On 
n'y  trouvera  donc  point  les  nombres  4,8,9,  12,16, 18  &c  • 
parce  qu'ils  font  ou  des  puiirances,  comme  4,  8,  9,  i(j  £cc, 
ou  divifibles  par  des  puilTances ,  comme  12,18  &Co 
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2(j8.  Il  en  fera  de  même  ,  fi  on  met  pour  «,  ^,7,  «T,  &c. 
des  puiirances  quelconques  des  nombres  premiers  ;  fî  l'on 
fait ,  par  exemple  , 

p„(,  +  l)  (,^1)  (,H-1)  (.  +  1)  0-t.^)ô:c. 

En  efFet ,  en  faifant  la  multiplication  ,  on  aura     .... 

■n  IIIIII  1  „ 

P=.i-l---H----t--^-!-j^-f---4-— ,  -4-    —j     -}-  Sec. 

x"-         3"  5"         6"  7"  10-  II" 

Ces  fraâiions  renferment  tous  les  nombres ,  excepté  ceux 
qui  font  des  puifTancci ,  ou  qui  font  divifibles  par  quelque 
puilîance.  Car  tous  les  nombres  entiers  étant  eux-mêmes  ou 
à^s  nombres  premiers ,  ou  des  nombres  formés  de  ceux-ci 
par  la  multiplication ,  il  n'y  aura  d'exclus  ici  que  ceux  dans 
la  formation  defquels  le  même  nombre  premier  entre  deux 
ou  plufeurs  fois. 

2(îp.  Si  nous  prenons  négativement  les  nombres  «,  ^,  >-,  <r2.:c; 
comme  nous  avons  fait  ci-deflus  (art.  2.66)  y  èc  que  nous 
fuppofions        ,     , 

/.  =  (._l)(-l)(._l)(._i)(,-^.)5:c. 


nous  aurons 


p IIIIII  I  I  I 

"""a"""}"'  5"  6"  ■/"  10"  II"  13"  ij" 
cil  fe  trouvent  encore  tous  les  nombres,  à  l'exception  des 
puifTances  &  des  nombres  divifibles  par  les  puiflances.  Mais 
les  nombres  premiers  ,  &C  ceux  qui  font  formés  de  leur 
combiuailon  ,  en  les  prenant  trois  à  trois  ,  cinq  à  cinq  ,  ou 
en  nombre  impair,  font  précédés  du  figne  —  ,  tandis  que 
ceux  qui  réfultent  de  leur  multiplication ,  deux  à  deux , 
quatre  à  quatre  ,  fix  à  lix ,  ou  en  nombre  pair ,  ont  le  figne  H-. 

Ain'i  le  terme  — „  fe  trouvera  dans  cette  férié  ,  parce 
que  30  =  2.  3.  5  ,  &  ne  renferme  point  par  conféquent 
de  puilTance;  £c  de  plus  ce  même  terme  --  aura  le  figne  — , 

parce 
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parce   que    30    eft    le   produit  de  trois   nombres  premiers. 

2-0.  Confidérons  maintenant  cette  expreffion         .     .     . 
I 
(i-«î)(i-  cî)  (I-  vî)  (i_<ro(i-  .î)&c,  ' 
dont   le   développement    par  la   divifion   donne   la  férié; 
r-i-  Al  -\-  5f -+-  Ci'-^-  Z)f  H-  Ei'-\-  /"f -f-  &:c. 
il  eft  clair  que  les  coëfficiens  A^B^C^D^E  &c.  font 
formés  des  nombres  a,  C,  7,  <r,  »  &c  ,   de  la  manière  fui- 
vante ,   de  forte  que 

^  =  à  la  fomme  de  chacun  d'eux.  J 

5  =  à  la  iomme  de  leurs  produits  deux    à  deux,     f  ^"  «"^"m 

-         ,  ,     ,  ,     ,  ,    .  .        ,         .  >  faveurs  n'étaaif- 

C  =ala  tomme  de  leurs  produits  trois    atrois.     /    ,         , 

r  1    plus  exclus. 

Z)  =  à  la  fomme  de  leurs  produits  quatre  à  quatre.  1 
&c.  '^' 


271.  Donc,  fi:{  =  I,  cette  expreffion 


fera  égale  à  l'unité  ajoutée  à  la  fuite  de  tous  les  nombres , 
que  ceux-ci  a,  f,  •>-,  <r,  e ,  ?  &c  ,  peuvent  donner,  en  les 
prenant  féparément,  ou  en  les  multipliant  entr'eux  deux  à 
deux,  ou  en  plus  grand  nombre,  les  mêrnes  pouvant  être 
pris  plufieurs  tois  dans  leur  combinaifon.  Il  y  a  donc  cette 
différence  entre  cette  fuite  &  la  précédente  (arc.  165  ),  que 
dans  la  dernière  on  ne  pouvoir  prendre  que  des  facteurs 
différents ,  &  que  dans  celle-ci  ,  au  contraire ,  le  même 
facteur  peut  revenir  deux  ou  plufieurs  fois;  c'eft- à-dire  ,  qu'on 
trouve  ici  tous  les  nombres  qui  peuvent  provenir  de  la 
multiplication  de  ceux-ci:  tt,C,  ^,  j-  ôcc. 

zyi.  Donc  la  férié  eft  toujours  compofée  d'un  nombre 
infini  de  termes  ,  quelque  foit  le  nombre  des  facteurs,  infini 
ou  fini.  Par  exemple,  on  aura        

i^i  =i-4-7-+-i-f-i-t-7T-*-fr-+-2cc. 
EuLEB. ,  Introduclion  h  [Anal,  infin.  Tome  I.       a  D 
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iérie ,  où  Ce  trouvent  tous  les  nombres  qui  peuvent  êtne 
formés  feulement  par  la  multiplication  du  nombre  deux; 
c'eft-à  dire  ,  toutes  les  puiflances  de  deux.  On  aura  enfuite 

On  ne  trouve  ici  que  le5  nombres  formés  par  la  combi- 
naifon  des  nombres  z  Sc  3,  ou  qui  n'ont  d'autres  divifeurs 
que  1  &:  3. 

273.  Donc,  fi  au  lieu  de  t- ,  C,  >,  S'  Sec.  on  écrit  l'unité 
divifée  par   tous  les  nombres  premiers,    ôc  qu'on   fuppofe 

P  = - ' . 

(i-tJ  (I  — t)  (I  — 7)  (ï  — 7)  II— tt)  (I— tt)  S^t^- 

on  aura 

Série  qui  comprend  tous  les  nombres  ,  tant  les  nombres 
premiers  ,  que  ceux  qui  en  font  formes  par  la  multiplica- 
tion. Or  comme  tous  les  nombres  font  ou  des  nombres 
premiers,  ou  des  nombres  compofés  de  ceux-ci  par  la  mul- 
tiplication ,  il  eft  évident  qu'on  doit  trouver  ici  tous  les 
nombres  entiers  dans  les  dénominateurs. 

274.  La  même  chofe  arrive  ,  û.  on  prend  des  puiffances 
quelconques  des  nombres  premiers.  En  effet ,  fî  on  fuppofe 


P: 


(.-l)(,_l)(._l)(._i)(._^)^c. 


on  aura 


PII  1  III  lo 

=   i-+-7,-4-p-h-„-4-^-i-^,-4-^-^8.-H-&c. 

Série  dans  laque  le  fe  trouvent  tous  les  nombres  naturels 
fans  exception.  Mais  li  dans  les  faveurs  on  met  par-tout 
le  figne  -h,  de  manière  que 


DU     DÉVELOPPEMENT     DES     FaCTEURS.       zif 
alors 

P=i— -i  — l-l-i-  — -L-f-l  — i-  — i--{_J.^  JL_&c  * 

2'        î-  ^4'        5"  ^  6'        r        8«  ^  9«  '^  lo"         ^'^• 

Ici  les  nombres  premiers  ènt  le  figne  — ;  ceux  qui  font  le 
produit  de  deux  nombres  premiers,  les  mêmes  ou  non, 
ont  le  figne -+-,  &:  en  général  les  nombres  qui  font  formés 
par  un  nombre  pair  de  fadeurs  premiers ,  ont  le  figne  -+- , 
&  ceux  qui  font  ccmpofés  d'un  nombre  impair  de  facteurs 

premiers ,   font  précédés  du  figne  — ,  Ainfi  le  terme  -^  > 


240" 


à  caufe  que  240  =  î.  2.  2.  2.  3.  5  ,  aura  le  figne  -f-,  comme 
il  eil  facile  de  le  voir  par  l'art.  270 ,  en  faifaîit  ;[  =  —  i. 

275.  En  comparant  ces  réfultats  avec  les  précédents,  on 
trouvera  deux  fériés  ,  dont  le  produit  efl:  égal  à  l'unité. 
Car  foit 

''^(-r.)0-p)0-^)  0-^)0-^.)^- 

e=(-è)(-p)O-^)(.-^')0-T^.>c.    ■ 
on  aura , 

& 
^=^~"^-"?:~-A-+-r.— i-i-— , \^<^-  (art.  2(îo)&: 

2  3  5/16'        7"  10'         n*  ^  ■'  ' 

il. efl:  évident  qu'on  aura  PQ  =  i. 

27^.  Mais  fi  on  fuppofe         

& 

iDij 
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on  aura 

/"  =  1— ^         3'.-^4"         5"^    6"         7"  8-  9" 

& ,  de  même  qu'auparavant,  PC  =  i.  La  fomme  d'une  des 
fériés  étant  donc  connue  ,  celle  de  la  féconde  le  fera  aulli. 

277.  Réciproquement,  étant  données  les  fomm-s  de  ces 
féi-ies  ,  on  pourra  alligner  les  valeurs  de  produits  compoles 
d'une  infinité  de  fadeurs.    En  efl-et ,  foit 

Se  on  aura        ,     .     ,     . 


6cc, 


M= 


iV== 


(.-i)(-F)('-,^)(-?)(-^)^'^- 


(-^)(-,-)(-7-)(-F=)(-^-)^'- 

On  obtient  par  la  divifion     .... 
Enfin  on  aura        


MM       a'  +  T  ^  3"-^-'  .  f +  '  .  7"-^-!  ^  ""^^  .  g^c. 

^    ^^  i",— I  *  3"  — I  *  5"  -I      7"—»      II"—! 
Par  conféquent  M  àc  N  étant  une  fois  conrtues ,  on  aura  , 
outre  les  valeurs  de  ces  produits ,  les  fommes  de  ces  fériés .- 

»   __,_i._l  —  1-H-  —  -H--' 2cc. 

M  '~~  ^'^  3«  5"  <"  7"  10"  "" 

»   ^-r^i L L-uJ L  H. -^.  — -î^  —  &c. 

W  "^  a"  —  3"        $'"        ^*"        7"*  ^  *"  * 
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;^  — »^   a"  -<-    3-    '     5"         6"         r        ^o  II 

A/  1'^       3"        4"      5"       6"       7"       8"       9"         10- 

Et  la  combinaifon  de  celles-ci    peut    en   donner  plufieurs 

autres. 

Exemple    I. 

Soit  /z  c=  I  ;  comme  nous  avons  démontré  auparavant  que 
i_J =  x-i-  ~  -^-  -f  -  -t-  -^  "^  -H  &;c  i  on  aura ,   en 

1   —  X  2  3  4  5  D 

fuppofant  X  =  I ,  / -^-:^  =  /  ^  =  iH-f  +  Y  •■*"  T  "*"  T  "^  ^"^ 
mais  le  logarithme  d'un  nombre  infini  co  eft  lui-même 
infiniment  grand  ;  donc 

2345  07 

Donc ,  à  caufe  de  -^  =  —  =  °'  ^"  ^""^^ 

_  I  I        I        1         Jt^        J^ ]_ î.j.i.H-—     "Si 

**-'  ■"  Y""  7~7'^6  ~  7  "^  10        II        13        M        »S 

En  prenant  les  produits ,  on  trouvera 

""'"=(-T)(-T)(-^)C-7)(-i)-' 

ce  qui   donne 

=  i.     ±     1  .  Z  .  Ji  .  i^  .  i^  .  -^   &c- 
I    '    2    '    4    '    6    *   10   '    12        16        18 

& 

_!_      ^      _£      _6       i£.._il.      iL  .   —  ^e, 

•  a    •    3    •    5    •    7    ■     II     ■    13    '    17         19 

Enfuite ,  d'après  la  fommation  des  fériés  que  nous  avons  ^ 

donnée  auparavant,  '^nous  aurons  v^"7) 

I        1        I        I         I        ^    ,   sir^ 1Z-- 
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D'où  nous   conclurons  ces  fommes  de  fériés 

—  =1  —  —  — — :  — -z-t-TT r-< : r  —  «ce. 

w  *'       5        î        ^       7        10'        II' 


a        3         s         6 


&c. 


—  ■+•■ 
9 


&c. 


2  34567 

Et,  fi  nous  employons  lesfa(fleurs,  ils  nous  donneront 


f 


5* 


7' 


II' 


5^—1      f-—i 
ou 


6cc. 


~6 


î4 


49 
48 


121 

110 


168 


Et  à  caufe  de  -^  =  00 ,  ou  de  -^  =  o ,  on  aura. 


1.1. Z. 
468 


_  5 


00=—  •—   •— ♦t 


12 
II 

ou 

II 

12 

& 


ou 


M 
»3 


11 
M 


14 


18 

»7 


17 


16 


19 


11 
20 


20 


&c. 


&c. 


Sccî 


0=  1  .  1  .1.1.    1  .  -  .i  .  -^.  &c. 
3         234679         »o 

Les  numérateurs  de  ces  fraibions,  (  j'en  excepte  la  première  )•■ 

font  moindres    que  les  dénominateurs  d'une  unité  ;   &   les 

femmes  des  numérateurs   &  des  dénominateurs  de  chaque 

fradion  donnent    conftamment   les    nombres    premiers 

3»  5»  7>  lï»  ï3>  17»  i9>  ^c- 
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Exemple    IL 
jp  Soit  /z  es  2  ;  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  '^  *  (1^7) 

2'  5-  4'  ï'  6'  7*  6 

A"  =    I   H 1 —  -t- h  • — -  -f-  — 1 ■+•  &C.  s=   • 

1+  3*  4*  V  6*  7*  50 

On  aura  d'abord  ces  fommes  de  fériés  : 

6      iiiiiii 

wr  2'           3'           T*           ^'          7'         *o'        '»* 

00  I             1             1,1             ï            1            1          „ 

^^  3.*           3*           j"»           6*           7+          lo»        n» 

i(  iiiiiii 

a*  2          3         5          ^         7         10        II' 

TT         i_     _i_  ,  _JL     _I_  .  _L.      '        *        ^       '  X, 

■77"  "*  '  2»  -   3'  4*  ï^   "*■  6'  ""7»  ~8^"*-^"^7^*^*^" 

Et  enfuite  ces  valeurs  des  produits  fuivants  : 
"  2^  3'  5'  7^  II' 

.^ .   =  •  i •    — •  •  &c. 

6  2' — I     3'  —  1     ï' — I     7-  —  I      II' —  I 

»♦  a*  3*  5«  7*  11« 


&c. 


90  2+1     3'»  — I     s"  —  1     7* — 1      n"*  —  I 

iç  2' -f- 1    3'H-i     ï'-+-i     7* -♦- ï     11^-fi 

»•«■  a'  3'  5'  7*  II* 

ou 

ij     5    10   26   50   122   170 
&c 

K  n'-t-i      3'-4-i   ï'-^-i   7'-<-i   ii'>4-i  -  , 

2     S.- — 1   3^—1   s  — ï   7'~',  *'' — * 
OU 

_L— -i-.-i-.-IL.-iL.^,-?!-  &c. 

a       3     4     12    24    ^0    84 
OU 

2  4       12       24       60       84 

Dans  ces  fradlions  les  numérateurs  furpafiTcnt  d'une  unit^ 
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les  dénominateurs,  èc  pris  enfemble  ils  forment  les  quarréc 

des  nombres  premiers  3%   5%  7*,   ii%  àcc. 

Exemple    III. 

Comme  ,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  ,  on  ne  peut  avoir 
les  valeurs   de  M,  qu'entant    que    n   eft  un  nombre  pair, 
^(161)  ruppofons  n  ~  4.,  nous  aurons  * 

I  I  I  •  "      ,   «r^  _    '^* 

2V  5*  4'  5+  6+  90 

I  I  I  I  *  .       B  ~' 


32  4«  5»  (î»  9450 

On  a  d'abord   les  fommes  des  fériés  fuivantes  : 

J2_=,__l l '-^-1 ^+-i ^&c. 

^+  2+  3+  5'  6^  7*  10+         II" 

S^==i__! ! L--t-.J -+- ^&c. 

^8  jS  ^8  ^2  6'  7'  10*  II' 

TOf  I  1  1  I  II  I  „ 

i£l=ai-i H-— H r  +  Tr-^— r-i — r-* r  &c. 

^+  '       2+  3+  5+  6*  7+  10+  ii-f 

7r+  1  I  I  '  I  I  I  I      o 

—  ='-   —  -—  -^^T-— +-6^-— -F+^^^' 
Enfuite  on  obtient  auffi  les  valeurs  des  produits  ,  qui  fuivent  : 

^4  2*  3-^  5*  7*  I 


90 


&c. 
&c. 


J450         2»  —  I      3«  —  I      5«  —  1  7"  —  I  ïi*  —  I 

lOÏ                2»  -+-    I        3«-t-    I         K*  -i-  I  7-'  -f-  I  Il*+    I    „ 

— L  —   • .  1 • •  oce. 

B-+                2*              3t             5+  7+  II* 

& 


7 

2*  H"  I   3*  -t-  : 

r   ï*-*-  1 

6 

1*  —  I   }<  —  : 

.   5*-  I 
OU 

Sï 

40    312 

1201 

34 

1200 

7*  -+-  1        11'  -*-  I 
7+  -•  I       II-*  —  I 

-71^    &c. 


&c. 


7320 

Dans   ces    facteurs    les   numérateurs  furpafTent  d'une  unité 
le.8   dénominateurs  ,  ôc   ajoutés  enfemble   ils  forment    les 

quatrièmes 
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quatrièmes  puilTances    des   nombres  premiers    impairs  .  .  . 
3  ,  y>  7.   Il  >     ^c. 

278.  Après  avoir  ici  transformé  en  fadVeurs  la  fomme  de 
la  férié 

A/  =   I  4-   — u  — —  H —   H —    -i~  -7 —   -H  &c. 

2«  3»  4"  5»  6' 

il  fera  facile  d'y  appliquer  les  logarithmes.  En  effet,  puifque 

I 

(■-^)0--F-)0-T=-)0-7-)0-i^)^- 

on  aura 

,„  =  -,(.-^)_,(,-^)_<.-i,)-;(._^)-8<. 

Donc,  en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques,  on  aura 
V  2"         3"  5°  7"  II"  y 

2    Vi-"         3"           5  "          7="           11^-  / 

H (  — r-  H —  H 7-  4-  — -  H —  ■+■  &c.  ) 

H {  — ~-i r-H r-  H 4-  r  4-  &c.  } 

2cc. 
Si  nous  fuppofons  de  plus  , 

1  I  I  lia 

A'  =  I  4 —  H —  H —  ■+-  — TT  +  -inr  +  Sec. 

-  5  4-"  s-'  é-" 

de  forte  que 

''°0-iW)(-i^)(-^)(;-7Î-)0-,f-)-' 

On  aura  de  même,  en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques  , 

/  A'   =  4-   I  (  — r  H r  4-  -— —  4 4 1-  &c.    ) 

Kz"       3"      5"       7"       n^"  y 

I    /      I  I  I  I  I  o  \ 

_t-  -( i 1 1 1 4-  &c.    ) 

1  \    24«  34''  ^4»  74"  114"  / 

EuLER ,  Introducîion  a  l'Anal,  infin. Tome  I.  2  £ 


îiS  Des   Slkies    résU'LTantes 

3  V.  2^'           "^^"          56«           7«"           n«*  / 
ri-  -  (  -7-  H-  -j-  H ^  -H  -1—  H ^ H  Sec.    ) 

4  \   2$»  3S»  ^Sa  7S/1  iiSi  J 

Sec. 
En  combinant  ces  réfulcats  ,  on  obtiendra  /M —  -  /A'  =» 

(Il  I  I  I  o         \ 

2^        3"        5»        7»         II»  y 

^  3  ^23-  ^  3.-       j3«      7."       113»  y 

I    /    I  I  I  I  I  „      \ 

-f-  —  [ 1 1 1 1 1-  Sec.    ) 

I     /     1  I  1  I  I  c         \ 

7  v,  27»        37»       57'!        77«        117"  y 

&:c. 
279.  Si  /z  =  I  ;  on  aura  M=  i-+-|-4-i^i-4-  &:c. 
=  /  »0  >  &  iV  =  -^ ,  on  en  conclura  /.  /  00  —  f  /  -liL  = 

6  6 


-h 


I    ( -^ 1 ^ ( ^  +  -^ i ^ 1-  &c.  ") 

\    2  3  5  7"  -^ 

—  (  — -  H — j — I —  H r  -* r  "+"  ^^'  ) 

3  \  i'         3*  5'         7,'        "'  / 

l/l  I  I  I  I  o\ 

-  (  —7-  H r  ^ r  -I r-  ■* r  -^  ^^-  ) 

5\2'  3'  5'  7*  II*  • 

I      /      I  I  I  I  1  o  \ 

7     V    27  J'  î?  7'  II'  / 

£cc. 

Or  ces  fériés ,  à  l'exception  de  la  première  ,  non  feulement 
ont  des  fommes  finies  ,  mais  encore  toutes  réunies  _,  elles  ne 
forment  qu'une  fomme  finie,  &  même  allez  petite  ;  d'où  il 
s'enfuit  néceflairement  que  la  fomme  de  la  première  férié 
{mm)  ■j-t'7-h7-+-7H-Tr-+'^c,eft  infiniment  grande  ,  ôc 
u'elle  diffère  allez  peu  du  logarithme  hyperbolique  de   la 


l 


érie  i-h7-H4--i-^-t-7^-i-4-&c. 
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zSo.    Soit    n   =  2  ;  on  aura  M  =  -^,  &  iV 


d'où  il  s'enfuit  que 

a/»-  — /6=1   [  — -  _t-  — —  j.  — —  -f-  — - 
^  V.  2*  3'  5'  7 


90 


II' 


+  - 


1  -^ 1 

3  ^  ,*    +     3. 


— T  -^  — r  + 


5° 


3* 


^/,-/90=  i(^-^ 

1  /    I  I  I  I  I 

+  —  {— 7"^ — r  "* — T  -^ r  -• r 

2  V  2  3'         5  7  II' 

I  /   1  I  I  I  I 

3  Va"         3"  5'-  7"  II" 


&c. 


-  / 


(I  I  ï  I  I 

2'  3'  5»  7'  II' 

I  /  I  I  1  I  I 

—  1 U. _1_  . i- u . 

3  \  2'  3«  5«  7*  11« 

1  /    I  I  I  I  I 

î  va  v/  3,  5  7  II 


+  &c 
-+-  &c. 
4-  &c. 

+  5ic. 
+  &c. 
-+■  &c, 

4-  &c. 
+-  &c. 


&C. 


iSi.  Quoique  la  loi ,  que  fuivent  les  nombres  premiers, 
ne  foie  pas  connue ,  cependant  il  ne  fera  pas  difficile  d'avoir  à,- 
peu-près  la  fomme  àes  puifTances  un  peu  élevées  de  ces  fériés. 
En  effet ,  foit  la  férié 

1  I  1  I  I  I         0 

2M  =  iH i 1 H -^  -r-    -^ -+-&C. 

a»  3.  4«  5«     _      6»  7" 

&    celle-ci 


s  = 


i  I 

\ 

5.         5, 


1 


II' 


13« 


&c. 


on  aura 
1  I         ,1  I  '  /t 

•  ~"  —    '      —     ^,       —   -|;  ■-  gn^-''^'^-»  10"'     '•■'      "' 

i  E  ij 


izo         Des 

SÉRIES      RÉSU 

L  T  A  N  T  1  5^ 

&  parce  que 

M    _     I    ^       t 

I           I             I 

-h- 

I 

4-  &c: 

a"    ~   2°           4" 

6"            W»             10» 

12" 

on  aura 

5  =  M-ii-> 
a" 

I            1*1 
n 

a-            9"            15' 
OU 

— 

I 

ai» 

—  &c; 

^  ^  \  a"  /         9'  15*  21= 

&   à  caufe  de 
V  2«  /  3"  3'-  9* 


— : &e. 

47, 


15' 
on  obtiendra 


&c. 


^  'V         2«y/V         3»y        6»         25»  35«         55- 

Ainfi,  comme  on  connoîc  la  femme  Af ,  on  trouvera  facile- 
ment la  valeur  de  J,  pourvu  que  n  foit  un  nombre  paiïable- 
ment  grand. 

282.  Au  refte ,  les  fommesdes  plus  hautes  puifTances  étant 

(nn)     trouvées ,  on  peut  auffi  ,  à  laide  des  formules  précédentes , 

afligner  les  fommes  des  puifTances  moins  élevées  ;  ôc  c'eft  par 

cette  méthode  que  nous  avons  obtenu  les  fommes  fuivantes 

<le  la  férié 


H 1 1 1 4-  H 4-  &c. 

-■a»           r             5'            7'            I»"          13"            17' 

Si 

la   fomme  de  la  férié  £qïa 

/7  =  2; 

0,45  2  24742004 1222 

/î  =  4; 

0,076993139764252 

/z  =  é; 

0,017070086850639 

/z-==  8; 

0,004061405366515 

/z  =   10  ; 

0,000993603573633 

n    r=    1 i  J 

0,000246026470033 

n  =  14; 

0,000061244396725 
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n   =    l6 
n    r^    iS 


Ciioi^i.     ii/ 


0,000015x81026119 
0,000003  8 1 7178701 
n  ==   zo  ;  0,0000009533)61123 

«  =  22  ;  0,00000   238450446 

-/z  =  24;  0,000000   59608184 

7Z  =3  26  ;  0,00000:014901555 

/z  =  28  ;  0,000000003725333 

/z  =  30  ;  0^000000000931323 

/z  =  32;  0,000000000232830 

«  =  34;  0,000000000058207 

/z  ^=  36;  0,000000000014551 

Les  autres  fommes  des  puifîances  paires  décroifîènt  en  ralfon 
quadruple. 

283.  Cette  converfion  delà  férié  i  H ^ 4- -^  + -i_ -t- &c. 

..."  ^  3  "         4' 

en  un  produit  infini ,  peut  auflî  s'efFeâuer.diredlement,  en  s'y 
prenant  de  la  maniera  fuivante  :  foit 


H 

a'         y 


--  -^  =■ 


4°  5" 

retranchez 


4" 


^  +  -^+8^  +  &c. 


&c; 


vous  aurez 

(ix                îiii           t„ 
I 1  A=  iH ( 1 1 h h  &c.  ss  £  : 
^n  J                               Y              5-.               7»               9"                 11'- 

ainlî  tous  les  termes  divifièles  par  2  ont  difparu. 
Rétranchez  -4  ^  =  -~  -h  —V  -»-  -rrr-  H-  — ^r-    -4-    &ci 


3»  3«  9"  15« 

vous  aurez 
I  1  II 

=  I  + 1 H H 

j.  7«  II"  13' 

De  cette  maniere,vous  n'aurez  plus  de  termes  divifibles  par  3  ; 


(-f) 


+  &c. 


iii         Des    Séries    résultantes: 

Retranchez    -V  ^  ==  TT  "^  TTr  "^  -—r  "^  —V  -*-  ^*^- 
il  vous  reftera 


(■-f)--^ 


Sec; 


11«  13"  17« 

ainfî  tous  les  termes  JiviTibles  par  5,  auront  auifi  difparu.  Vous 
ferez  difparoître  d'une  manière  leniblable  tous  les  termes 
divifibles  par  7,  1 1  &:  p^^r  les  autres  nombres  premiers;  or  il 
eil  clair  qu',iprès  avoir  fait  difparoître  cous  les  termes  diviiîbles 
par  les  nombres  premiers,  il  ne  reftera  plus  que  l'uniré.  Par 
conféquent ,  en  n-;eccant  )pout  RyC y  D ,  E  ôi.  leuri?  valeurs, 
vous  aurez  enfin  .-      .  . 

-(■■--^)  (■  -  f)  (-7^)  O-fK;  -  7^)  ^- ■  ■    , 

d'où   vous   conclurez  la  fomme  de  la  férié  propofée    ===, 


A  = 


rjfj  nu  no 
i:  ou:  •;•  .^^••  :.  :    £>•<•  v;^!!-    ''  ?- 

2." —  I       3»  —  I   '  5"  —  i'     7"  —  I       ■"''  "  —  I  .     '      ■ 
284.  Cette  méthode  pourra  e^Tcope^êtne  employée  avanta- 
geufement  pour   transformer  en  produits  inlinis    les   autres, 
lérieSjdont  nous  avons  a'uparavan  t' détermine 'les  rfcmnfèsr' 
Or  nous  avons   trouvé  (  arc.  175  )  les  Tommes  de  ces  fériés 

I  I  I        r  I  I  I  „ 

^  ~"    "^  "*       J^  ~     7»      "^     9°  ;   ""      il"    .  .  "13' 
lorfque/zefl  un:  nombre  impair,;  car.  léUrfommje-efk  ^  Nvr'; 
&  nous. i\yons  donné  les  valeurs  de  iV^^dins  l'endroit   cité. 
Mais  irfaut'obferver''  q'uç'parffii: les" nombres  impairs  ,-''qli{.'- i 
font  les  feuis ,  qui  fe  préfentent^icijrCeux  de  la  forme  4^-4-1 
ont  le  ligne  H-,  èç  que  les  autres  de  la  forme  4^2  —  i  ont  ^ 
le  figile  -^.  Soit"  dqncr  "  r-i    "    \^ --^  -..    -•:  >  —^  "  (^-^     -  ly 

i*        s»         7*  9»  II»  13°         iî« 

\ 
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r-i  I  I  I  I 

—  -^  =  — — -  +  -—; TTT^"  "rrr  —  «:c.  Ajoutez,  vous  aurez 

y  3=  5»  15"  21"  27" 

/iN>  II  I  I  I 

(i  H )  ^  =  1  H 1 1 h    &c.  =  ^ 

V  3'=/  î"         7°  II"        i}""         17* 

—  ^  a» .  H —  &c  ;  retranchez ,  il  vous  reftera 

5"  5°.         25°         35°  55' 

\  5"    y  7°  II»  13-  Ijn  ' 

réfultac ,  dans  lequel  les  nombres  divifibles  par  3  &:  par  5 , 
manquent  ; 

I  I  I  I  o  ■ 

. —  C  = -H  &c  ;  ajoutez ,  vous  aurez 

7"  7"  49'  77' 

A  ^-  -^^  c  =  1  — 1 ^ 1 L    —  &c.  =  23  ; 

V  7"  /  II"  13'  17" 

par  cette  opération  les  nombres  divifibles  par  7  ont  difparu. 

II  I 

■ — —    ^  =^^   T7»~    —  „     +    &c  ;     ajoutez ,  la  femme  fera 

(I  H —^  P  =  1  H ~     H ^    _    &c.    =    t. 
II"  y                           13"               17« 

Par  ce  moyen  ,  les  nombres  divifibles  par  1 1  ont  auflî 
difparu  ;  &  continuant  de  faire  difparoître  de  cette  manière 
tous  les  autres  nombres  divifibles  par  les  autres  nombres 
premiers  ,' vous 'obtiendrez  à  la   lin 

<-l^)(-7-)(-»(-T^)(-v)-  =  .. 

OU 

•j*=_ii_._i:L_._2:_.-ii: li: iz::_.  &,. 

3"-t-i     S" — I     7" -+- I     ii"-+-i      13"  —  I     17«  _  I 

Les  numérateurs  renferment  les  puifTances  de  tous  les  nom- 
bres premiers  ,  lefquelies  fe  trouvent  aufli  dans  les  dénomi- 
nateurs, mais  augmentées  ou  diminuées  d'une  unité,  fuivant 
que  les  nombres  premiers  font  de  la  forme  4^  —  i  ,  ou 
^m  -H  I. 
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285.  Ayant  fait  n  =   i ,  on  aura,  à  caufe  de  ^  ==  —  > 

'  «■        3      JL  .  Z  .    "    .  _iL  .  JJL  .  _i2_  .  JlL  .  gcc 

"7"   — ''4'  *    4        8  12  l£  16  iO  24 

(277)  Or  nous  avons  trouvé  ci-deffus  * 

45=-                       '«>                        7'                          II*                          13*                         17*                     19*  g 

T  f         _-     Z.  •         J  .  '  ,         '  • •  '  *  •  •    &c. 

■~g  5       2.4         4.6         0.8        10.  la      12.  14      16.  18    18.  20 

Divifons  cette  féconde  expreflion  par  la  première  ,  nous 
aurons  pour  quotient 

4      J_.X.2^ L^ LI_  .  JZ_ .  -i9_  .  2L  &c. 

~T~  "^     3     '    a    '    6         6  iQ  14  18  18         22 

ou 

^    _X.-i-.-^ ii_._Il_.2Z i9_,_^s,,_ 

■"^'  2  6  6  10  14  18  18  42 

Ici  les  nombres  premiers  forment  les  numérateurs  ,  8c  les 
dénominateurs  font  les  nombres  impairement  pairs  ,  qui  dif- 
férent d'une  unité  des  numérateurs.  Entin  ,  fi  on  divife  cette 
dernière  par  la  première  -^  ,  on  aura 

_        4  4       ^    _8 ^      12    ^     12      ^  _I^  ^  _20_    ^  _24_  ^ 

*  ^^       ^  *      5     '6  10        14         18         18         22 

ou 

4  2  4  6  6     ^     8     ^     10    ^     ta     ^    „ 

*  ~  ~r  *  T~  *  "T"  *  "T"  '  ~  9  9  I'  _  '  _  . 
Ces  fraclions  provieniient  des  nombres  premiers  impairs 
3  ,  5  ,  7,  1 1  ,  13  3  17  ,  8cc ,  en  partageant  chacun  en  deux 
parties,  qui  différent  d'une  unité,  &  prenant  les  parties 
paires  pour  les  numérateurs  ,  ,&  les  parties  impaires  pour 
les  dénominateurs. 

i8é.  Comparons  c^s  expreffions  avec  celle  de  Walhs 


2 .   2.  4 .  4 .   6.    6 


&c. 


3.  3.   5.   5.  7-   7-   9' 

ou 


^  2.4        4.6        6.8        8  .  10      10  .  12 


comme 


DU     DÉVELOPPEMENT     DEsFacTEURS.        125 


comme  on  a 


^ 


3.3     j  .  î   _  7^7    _  II .  II    13 .  13  g^^ 


(^Sj) 


8  2.4        4.6         6.8        10.  12    12. 14 

en  divifanc  celle-là  par  celle-ci ,  le  quotient  donnera 

-Li.  =    9  •  9     .   '5  •  15    ,    ^i  -^i  .   ^5-^S    g^^ 
îT  '  8  .  10        14  .  16       20 .  22      24.  26 

réfultat,  dans  lequel  les  numérateurs  renferment  tous  les  nom- 
bres impairs  non  premiers. 

287.  Soit  maintenant  /2=3,  on  aura  A  =  -^;  d'où 

3  * 

ît'  3'  5S  7>  iiî  13'  17Î 

32  3'-+-i      5'  —  I      7'-+-i       iiî-*-i      13'— I      17!  —  i 


&c. 


Is^ais  la  férié  *  *(i<Î7) 


T«                 I            .             -  . 

;4)                      a'             3*               4*  s' 

donne 

a-'                      2*                    ',  ^                    5*  7*^                    II 


&c: 


4,45  2°  — I      3' —  I      y  —  I     7°.—  I      II"— I      13'^— I 

ou 

— -—    =    —2 ,   _J .  — L .   .  î g,.- 

960  3-' —  I      5*—  I     7'—  I       II** — 1       i3'*^i 

Cette  dernière  férié  étant  divifée  par  la  première ,  donnera 

T* 3'  5'  -f  II'  135  17Î 

30  3'—  I      5"  -»-  1      7'  —  I      II»  —  I  *  13Î+  I  *  175  +  I 

Et  enfin  celle-ci  divifée  par  la  première ,  donnera  l'équation 

16  3=+i     5' —  I     734-1       ii'+i       13^—1         17Î— I 

=    •  •  •   •    _^ •      _i R,(. 

15  3'  — I      î'  +  i      7'— I      II'— I      13' +1        i3'-f-i 

OU 

16  14     62    17a    6(<6     1098 
15      13     63    171    ^65     1099 

Ces  fractions  font  formées  des  cubes  des  nombres  premiers 
impairs  ,   en  partageant  chacun  en  deux  parties  ,  qui  diffé- 
rent d'une  unité,  &  prenant  les  parties  paires  pour  les  nu- 
mérateurs ,  &  les  impaires  pour  les  dénominateurs. 
EuLER  j  Introduclion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.      2  F 
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288.  On  peut   tirer   encore  de  ces  expreffions  de  nou- 
j^g,>j  velles  fériés ,  dans  lefquelles  tous  les  nombres  naturels  for- 
'  ment  les  dénominateurs.  En  effet ,  puifque  * 


3       .      •>      ,      7  " 11^ 

y  -h  I       i 

on  aura 


&c. 

3-hi  î  —  I         y  -h  I       II-4-I      13  —  I 


'    (-7)(-T)(-T)0*7)(;*^)(-ii)^- 

dont  le  développement  donnera  la  férié  fuivante 

ÎT  IIIIIIII  I„ 

=  1 1 \ }. —  H &c: 

6  33456789  10 

dans  laquelle  on  obfervera  pour  la  loi  que  fuivent  les  fignes  , 
que  le  nombre  deux  a  le  ligne  —  ,  les  nombres  premiers  de 
la  forme  4-72  —  i  ,  ligne — ,  &  ceux  de  la  forme  4  /tz  -f-  i ,  le 
ligne  -h  ;  quant  aux  nombres  compofés ,  ils  auront  le  figne  , 
qui  leur  convient ,  à  raifon  de  leur  compofition  par  la  mul- 
tiplication des  nombres  premiers  ;  c'eft  ainfi  qu'on  trouvera 

facilement  que  la  fraction -5^^ ,  à  caufe  de  60  =  t.   1.   3.  5 
aura  le  figne  — .    On  aura  femblablement 

ce   qui  donnera  la  férié 

çr  IIIIIIII  I„ 

—  =  i-f-—  — h 1 — l--o-< ! &c, 

2  2345  6789  10 

dans  laquelle  le  nombre  deux  eft  précédé  du  ligne  ■+• ,  les 
nombres  premiers  de  la  forme  ^.m  — ^  i  font  précédés  du 
figne  —  ,  èc  ceux  de  la  forme  4/72  -f-  i ,  du  figne  -1-  ;  &  un 
nombre  quelconque  compofé  aura  le  figne ,  qui  lui  convient 
à  raifon  de  fa  compofition  ,  d'après'  les  règles  de  la  mul- 
tiplication. 
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285).  Enfui  ce  ,  puifqu'on  a  *  *(i8î\ 

^^(-T)(-T)(-f)(-^)('-^)^'- 

on   trouvera,  en  développant, 
»•  j^  I        I        I         1        I         I         I 

^'  3  î  7  9         II         13  15  .« 

Il  n'y  a  dans  cette  férié  que  les  nombres  impairs,  &  la  loi 
des  lignes  eft  telle  ,  que  les  nombres  premiers  de  la  forme 
4  m  —  I  font  précédés  du  figne  -f-,  tandis  que  les  nombres 
premiers  de  la  forme  4  m  -\~  \  le  font  du  ligne  — .  Ce 
qui  détermine j  en  même  temps,  les  fignes  des  nombres 
compofés.  Au  furplus,  on  peut  tirer  de-là  deux  autres  fériés 
qui  renferment  tous  les  nombres.  En  effet ,  on  aura 

'^0-7)(-i)(-T)'0-7)(-^)(-y-'- 

dont    le  développement  donne  la  fuite 

I        i.i        I         I        II        II 

«•=!+— H f. h    -+-+-+ &c. 

23  45  6709         10 

dans  laquelle   le  nombre  deux  a  le  figne  -4- ,   les  nombres 
premiers  de   la  forme    4  m  —  i     ont  le  figne  -+-  ,    ôc  les 
nombres  premiers  de  la  forme  4  /tz  -H  i  ,  le  figne  — . 
On   aura  auffi 

^^(-t)(-t)(-7)('-v)(-^)(-1^)- 

6c ,  en  développant , 

■X                        I.II              I             I               i_-i  I  I 

—    =1 h-+ T-H -K    +—    +    —    &C, 

3  23456789  10 

où  le  nombre  deux  a  le  figne  —  ,  les  nombres  premiers  de 
la  forme  4  m  —  i  ,  le  figne  -4- ,  &  les  nombres  premiers  de 
la  forme  4  /;2  -f-  i ,  le  figne  — . 

2   F  ij 
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290.  Concluons  de-Ià  qu'on  peut  varier  à  l'infini  les  fignes 
entr'eux ,  de  maniera  que  la  fomme  de  la  férié 

I  1  II  I  I  I 

234  ï  6  7  8 

foit  aflignable.   Par  exemple  ,  puifque 

^°('-T)On)0-i)"o7)(-^)^'- 

Multiplions  cette  expreffion  par  — —7-  =;  2  ,  nous  aurons 

'^(-i)0-T)(-f)(-7)(-iV)- 

Il  1  II  1.1  1  II„ 

!T=i    -i H 4-—    +—  +-7- H^H H &c. 

234  56  7  8  9  10        II 

Le  nombre  deux  a  le  figne  •+•  ;  le  nombre  trois  le  figne  -!-;&; 
tous  les  autres  nombres  premiers  de  la  forme  4  ot  —  i  ,  le 
figne  —  ;  mais  les  fignes  premiers  de  la  forme  4/72-4-1  ont 
le  ligne  •+•  ;  d'où  dépend  la  loi  des  fignes  pour  les  nombres 
compofés.  Semblablement ,  puifque 

en  multipliant  par  — — ^=  |,  on  aura 

"^  °  (-r)0-i)(-|)('-i)(-n)(-i^)(-è)^c.        I 

&  ,  en  faifant  le  développement , 
3»  .1         I        1         1        II         I         I 

2  3  3  4  5  67^8^9^ 

Ici  le  nombre  deux  a  le  figne  -4-;  les  nombres  premiers  de  la 
forme  4/72  —  i  ont  auifi  le  figne  -J-;  &  les  nombres  premiers 
de  la  forme  4  /tz  -l-  i ,  excepté  cinq ,  ont  le  figne  — , 
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291.  On  peut  auilî  trouver  une  infinité  de  fériés  de  cette 
forme,  dont  la  fomme  foit  =  o.  En  effet,  puifqu'on  a  "♦■        *(-77) 

o=-i l î Z_._L1_.IL..JZ.£,, 

3468  13  14  18        ^ 

il  s'enfuit  que 
I 

^"  0  +  T)('  +  T)('  +  T)("  +  7)0  +  n)(>  +  ïï)   &^- 

&  qu'en  conféquence  j  comme  nous  l'avons  déjà  vu , 
Il         I        1,1        II        1  I      „ 

23456789  10 

Tous  les  nombres  premiers  ont  le  figne  —  ,  &  les  fignes  des 
nombres   compofés    fuivent   la  régie    de    la  multiplication. 

Multiplions  à  préfent  cette  expreiîîon  par  — -fr  ==  3  ,  nous 

aurons  pareillement 

°^(-T)(-f)(-f)(-f)(-n)(.-^)^«- 

Se  conféquemment ,  en  développant , 
iiiiiiiii 

234  î  6789         10 

expreffion  dans  laquelle  le  nombre  deux  a  le  figne  H-,  &  tous 
les  autres  nombres  premiers  le  figne  — .  Semblablement ,  on 
aura 

°=(-T)(.-T)(;-|)(-l)(-H-n)(-è)  ^'- 

d'où  naît  la  férié 
111         iiiii         I 

23456789  10 

dans  laquelle  tous  les  nombres  premiers  ,  excepté  3  &  5  , 
ont  le  figne  — . 

Remarquez  qu'en  général  toutes  les  fois  que  tous  les  nom- 
bres premiers,  à  l'exception  de  quelques-uns  feulement,  ont 
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le  fif^ne  — ,  la  fomme  de  la  férié  eft  =  o,  6c  qu'au  contraire 
toutes  les  fois  que  tous  les  nombres  premiers ,  excepté 
quelques-uns  feulement ,  ont  le  figne  -4-,  la  fomme  de  la 
fcrie  eft  infiniment  grande. 

291.  Nous  avons  donné  (art.  ij6)  la  fomme  delà  férié 

11111,1  I  I 

j=i =-+-— 1 5;H : -„  -i :  Sec. 

2«        4"        ^"        7"        »"  10"         II"  15" 

lorfque  n  eiï  un  nombre  impair  :  nous  avons  donc 

i.^=i-_— -f-i ^- — i-~ &c:  ajoutons,  nous  aurons 

2"  2"      4"       8"        10"        14"  ' 

/        I  \     .  I        I         I  I         I  t  II 

^  =  ('  +rO  ^  =  ^  -  V^  +  T"  -  -"  +  71-^-77"  ■*-  7?  -  Tr  +  T^  -  ^'' 

Lb  =  1 —  H &c.  nous  aurons ,  en  ajoutant , 

(IN  II  I  I  ï  I         o 

5. y  7«         II»  i}"  17«         19"         23- 

I_c==  -L.  ^  -1 i-  +   &c. 

7"  7'  49"  77" 

en    faifant  la  fouftraélion ,  il  reftera 

(I      \  I  1  ï  ï  o 

ynj  lin  ly  17,  i^n 

enfin  ,   nous   conclurons , 

réfultat ,  dans  lequel  les  nombres  premiers,  qui  furpaflent 
d'une  unité  les  multiples  de  fix  ,  ont  le  figne  —  j  &:  ceux, 
qui  en  font  furpafTés  d'une  unité ,   le  figne  -+•  j    Donc 

J  =  -^ Il '- 1^ ^i^    &c. 

2»  4- 1      5'"  +  i        7"— I         ii"-f-  I      13"—  I 

25)3.  Suppofons  /z  =  I ,  auquel  cas  A  =  — —  ,  6c  nous 
aurons 

^y  3         3'  6         6         12        12        18        18 

sxpreffion ,  dans  les  numérateurs  de  laquelle  fe  trouvent  tous 
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les  nombres  premiers  après  3  ,  &  dont  les  dénominateurs 
différent  d'une  unité  des  numérateurs,  £c  font  tous  divifibles 
par  6.  Maintenant,  à  caufe  de  *  ^  i^U) 

6  3        ^        4.^         6.8  10.12         IÎ.I4 

on  aura,  en  divifant  cette  dernière  expreflion  par  l'autre  , 

^^3  __    9^.  5   .  7    .    "    .   '3    ^    '7    ^    19      g^^ 
2  4      4      8        10        14        16       20 

OÙ  les  dénominateurs  ne  font  pas  divifibles  par  G.  Ou  bien 
on  aura 

i  1,         7  II  13  17  19  23 

ay^j  6       6  12  12  18  18  24 

2t  5       7         II  13  17  19  23 


&c. 

6cc. 


31/3  48  10  14  16 

La  dernière  de  ces  formules  étant  divifée  par  la  précédente  j^ 
donne 

4      6     6     12     12     18    18    24 

=  •  3 — •  •  •  •  ;; —  •  •  &C. 

3      4     o     10    14     16    20    22 

ou 

i-  =  3  ;  3  ,  6  ^  6  ^  9  .  9   ,  i^   g^^ 
3     2     4     5     7     8    10    II     * 

Chacune  des  fractions  eft  formée  des  nombres  premiers 
5,7,1  i,&;c,  en  partageant  chacun  des  nombres  premiers  en 
deux  parties ,  qui  différent  d'une  unité  ,  &  prenant  conf- 
tamment  pour  les  numérateurs  les  parties  divifibles  par  3. 

25)4.  Ayant  vu  ci-deffus  *  que  *(aS5) 

—  =       3       .       5       .       7      ^      II      ,      13      ,      17       „  ^ 


5 

4 

7 
8 

II 

12 

ou 

"3 

12 

i6 

7 
5 

... 

II 

12 

12 

17 
16 

19 

20 

3  4 

Si  on  divife  parcelle-ci  les  exprefîîons  fupérieures  — ^  &-^,. 
on  aura 
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2  3  3*9  9  lï  15 

"71  5     *     7     '"     *     19  ^3  =9 

Dans  la  première  exprefîîon  ,  les  fradtions  font  formées  des 
nombres  premiers  de  la  forme  1 2  >7z  -+-  <j  +  i ,  &  dans  la 
dernière,  des  nombres  premiers  de  la  forme  11  /72  +  i  ,  en 
partageant  chacun  en  deux  parties ,  qui  différent  d'une  unité, 
èc  prenant  les  parties  paires  pour  les  numérateurs,  6c  les 
impaires  pour  les  dénominateur;\ 

195.  Examinons  encore  la  férié  que  nous  avons  trouvée 
(  art.  1 79  )  &  qui  étoit  ainfi  exprimée  : 

7T  II  I  I  I  I  I  „, 

=  iH — _  — I H i-&:c  =  ^,  on  aura 

21/2  3       5        7       9      "      13     15 

—  ^=  —  ^ 1 —  + 6cc,  &  en  faifant  la 

3  3  9  'î        21        17        33 

ibuftraclion  , 


O-t) 


A=i h i 1 &c.  =B. 

ï  7         II        13        17        19 

Lb  =  —  — -  — -  jL.  —  —  2cc  ;  ajoutez  ,  5c  vous  aurez 

(I\                                                   IIIIlo 
I  +  -  )  B  =    -     -H 1 h-&c.  =C: 
î/                        7        II       13         17        19 

6c  en  fuivant  le  même  procédé  ,  vous  arriverez  enfin  à 
cette  expreflion  : 

ik(-T)(-f)(-f)(-f.)(-r,)(-è)(-f,)--^ 

dans  laquelle  les  fignes  font  tellement  combinés  ,  que  les 
nombres  premiers  de  la  forme  SotH-i,  ou  8/;z-V-3  ont  le 
figne  — ,  Se  les  nombres  premiers  de  la  forme  8  /72  -+-  5  ou 
8  ;;2 .+.  y,  le  figne  -h.  Ainfi ,  on  aura 

_Z_  =  _L  .  A  .  _L  .  _11_  .  ii iZ.  .  J9_  .  211 .  3,,. 

2»/2  268  10  14  16  18  24 

OÙ  tous  les  dénominateurs  font  ou  divifibles  par  8  ,  ou  font 

feulement 
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feulement  les  nombres  impairement  pairs.  Puis  donc  qu'on  a 


z J_ 

5          7  _      II      _     13           17     ^      19     ^ 

4             4 

4               8              12                    12                  l6                   20 

2            2 

5  7           it      ^     13     ^      17     ^     19     , 

6  6           10           14           18            i8 

&  par  conféquent 

»•» 

3-3    .     S-î    .   7-7  _    ii-ii    .     13  ;  13    0,  . 

S 

2.4         4.6       6 .  b       10. 12          12.  14 

on  en  conclura 

X 

3^5        7   ^     II     ^     13    _    17  ^    19 

2\^2 

4          4         6           12            12          18          20 

&c. 

24 


-i-  &c.  *■ 


(i^T) 


-^—   «c. 

22 

OÙ  il  n'y  a  plus  de  dénominateurs  divifibles  par  8,  mais  où 
fe  trouvent  les  nombres  pairement  pairs ,  toutes  les  fois  qu'ils 
différent  d'une  unité  des  numérateurs  ;  &  fi  on  divife  la 
première  expreffion  par  la  dernière ,  le  quotient  donnera 

2  2  3  6  6  9         10        II, 

I  3  4  î  7  8  9         ir.        ■' 

Ces  fractions  font  formées  des  nombres  premiers  en  parta- 
geant chacun  en  deux  parties  ,  qui  différent  d'une  unité,  & 
prenant  pour  les  numérateurs  les  parties  paires  ,  à  moins 
qu'elles  ne  foient  pairement  paires. 

29<j.  Pareillement  ,  les  autres  fériés  que  nous  avons 
trouvées  pour  les  expreffions  d'arcs  du  cercle  (art.  179  hc 
fuiv.  )  peuvent  être  transformées  en  facfteurs  formés  des 
nombres  premiers.  On  peut  ainfi  trouver  beaucoup  d'autres 
propriétés ,  tant  de  ces  faéleurs  que  de  ces  fériés  infinies  ; 
mais  comme  j'ai  rapporté  ici  les  principales  ,  je  ne  m'arrêterai 
pas  plus  long-temps  fur  cet  objet,  &  je  vais  pafler  à  un  autre 
fujet ,  qui  a  quelque  rapport  avec  celui  que  je  viens  de  traiter. 
En  effet  j  ayant  envifagé  dans  ce  Chapitre  la  formation  des 
nombres  ,  en  tant  qu'ils  naiffent  de  la  multiplication  ,  j'exami- 
nerai dans  le  fuivant  leur  génération,  en  tant  qu'elle  fe  fait 
par  voie  d'addition. 

EuLER  ,  Introducîion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.  2  G 


ff^:)' 
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CHAPITRE      XVI. 
De  la  partition  des  Nombres, 

297.  Propofons-nous  cette  expreffion  : 

&.  cherchons  la  forme  qu'elle  prendra  ,  étant  développée  par 
la  multiplication.    Suppofons  qu'elle  devienne 

I   -i-  P:j  -h  Q^'  H-  R^^  -h  5f -4-  &LC. 
il  eft  évident  que  P  fera  la  fomme  des  puiflances 

jc«_f.x«  -+-  XV  -+-  x^  -+-  X'  -+-  ècc.  Enfuite  Q  fera  la 
fomme  des  produits  de  deux  puifTances  différentes  ,  ou  un 
affemblage  de  plufîeurs  puiflances  de  x  ,  dont  les  expofants 
font  les  fommes  de  deux  termes  différents  de  cette  férié 

«5        ^5       T-J       ^    ,      >     }       ?J       ».  &C. 

SemWablement  R  fera  un.  affemblage  de  puiffances  de  x,  dont 
les  expofants  font  les  fommes  de  trois  termes  différents  ;  & 
S  fera  un  affemblage  de  puiflances  de  x ,  dont  les  expofants 
font  les  fommes  de  quatre  termes  différents  de  la  même 
férié  <* ,  C ,  ■>- ,  <r,  «,  &c ,  ainfi  de  fuite. 

298.  Chacune  des  puiffances  de  jf,  qui  font  comprifes 
dans  les  valeurs  des  lettres  P ,  Q^  R  ,  S  y  aura  l'unité  pour 
coefficient  ,  fi  leurs  expofants  ne  peuvent  être  formés  que 
d'une  manière  par  les  quantités  «,  ^,7,<r,  &c  ;  mais 
fi  l'expofant  de  la  même  puiffance  peut  être  de  plufîeurs 
manières  la  fomme  de  deux,  de  trois  ou  de  plufieurs  termes 
de  la  férié  et,  Ê,  >,  «T,  « .  &:c ,  alors  cette  puiffance  aura  un 
Gcëfîicient  qui  contiendra  l'unité  autant  de  fois.  Par  exemple  , 
fî  N x"  fe  trouve  dans  la  valeur  de  Ç,  ce  fera  une  preuve 
que    n    peut    être    d'un   nombre    N    de    manières    diffé- 
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rentes  la  fbmme  de  deux  termes  différents  de  la  férié 
«>^,>',  &c;  &  fi  on  trouve  dans  le  développement  des 
fadeurs  propofés  le  terme  Nx''^'"^  ion  coefficient  D/ 
indiquera  de  combien  de  manières  différentes  le  nombre  n 
p&ux.  ■ètr-e  la  fomme  de  m  termes  différents  de  la  £ér.ie 
■*>  f^  >  0  «J"»  6*  f ,  Sec. 

295).  Ainfi,  le  produit  propofé   ■'  ■  ■ '-"i  -    •    / 
t  I  -f-  x*3[;)  (  I  H-  jc^:j  )  (  I  H-  x'î'ijff  r  -^  x^x)  '^c. 

étant  effectivement  développé  par  la  jnaltiplication  ,  le 
ré(ulcat  fera  voir  fur  le  champ  de  combien  de  xnanieres 
différentes  tm  nombre  donné  peut  être  la  fomme  d'autant 
■de  termes  différents ,  qu'on  voudra  ,  de  la  férié  ^  >  C  > ,  ^,  e ,  f, 
&c.  Par  exemple ,  ff  on  cherche  de  combien  de  manières 
différentes  Je  nombre  n  peut  être  la  fomme  de  m  termes 
différents  de  cette  férié  ,  il  faut  chercher  le  terme  x  "  7  *" 
dans  l'expreirion  développée.,  &L  le  coefficient  de  ce,  terme 
donnera  le  nombre  demandé. 

500.  Pour    rendre   tout   cela,  plus  fenfible .,   prenons  t^ 
produit  compofé  d'une  infinité  de  fadeurs  ''  '  dJi-iuiErA 

(i-f-^:()  {!-{-  x^i)  (i-4-x':[)(n-x'»:()(  i -fx^  i)5cc. 
lequel  étant  effedué  par  la  multiplication  donnç 

z  -^l(x  •+-  x^  ■+■  X  ^  -i-  X  *  -^  x^  '■+•  x"  -i-  «'-4-  i>«-  _^  v'  4-  &C.) 
H-  î'(  «»-+--•>:*  H- 2«  5  -(-  IX  ^  -h^x-'  _t-3A;«  -t-  4a;»  ^  ^xl'" -i-  ^x"  -i-8cc.) 
■+■  î'(x«  -t-  Ar7  -t-2A:«  4-  3a;«  +  4x' °  +  5«"  4- 7^;' *  -^Bx"  H-iox'++&c.) 
-t-  î'(*'°  -t-^"  -T-ix'--  -i--^x'^  -i-  ^x'"  -t-6*''-+-  9A:'^+nx''  +  fyx"  -f-&c.) 
-t-  ç5  (*''  H-  «"=  ■+-2Jc"-i-3A:'S-t-5x"^  +7*'-'  -hïox"-'  -j-Tjx'^'-  -i-i8x'-''-\-^c.) 
-l-^«(x"  -f-A^'  4-2*''  +  3x**-t-  5*^'  4-7*''*-l-iiAr-'-+-ii|«-i'-{-  20«*»  -f- &c.) 
■+•  f^x-"  'hx-'o  -i--2x"  -i-jx''  4-  5a:S"-4-7a:;:-+-iia:'*-|-  15A:''  4- 21« '*■+•' Sec.) 
4-^«  (*î*  H-a:'-  4-  2«'*  -<-3K"  ■+  5A:*"'4-7je*'  -h  iia;*»  4.  i5x*J  4-î2a,-+«  4- &:c.) 

&C. 

Au  -Hitryeii  4e  ces  fériés,  on  peut  trouver  tout  de  fuite  de 
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combien  de  manières  différentes  un  nombre  propofé  peut 
rélulter  d'un  nombre  déterminé  de  termes  différents  de  cette 
férié  1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,  &:c.  Voulez- vous  favoir,  par 
exemple,  de  combien  de  manières  difiérentes  ie  r.ombre  35 
peut  être  la  fomme  de  fept  termes  différents  de  la  férié 
I,  2,3,4,5,  ^1»  7>  ^^  ^  Cherchez  dans  la  férié  ,  qui 
multiplie  :(%  la  puiffance  x'S  Se.  fon  coefficient  15  vous 
apprendra  que  le  nombre  propofé  35  peut  être  de  quinze 
manières  différentes   la   fomme  de  fept  termes  de  la  férié 

I  »i,  3»  4>  5  »  ^»7»  8>  ^<^- 

301.  Mais,  fi  vous  fuppofez  :j  ==  i  ,  &  que  vous  fafîiez 
une  fomme  des  puiffances  femblables  de  jc ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même  ,  Ci  vous  développez  cette  exprefîîon  infinie 

(  I  H-  X  )  (  I  -f-  X*  )  (  I  -4-  x'  )  (  iH-  x"»  )  (  I  -H  x^  )  (  I  -f-  Jf*  )  &C. 
vous  aurez  la  fuite 
I  -f-x-4-jc*-t-  2x'H-  ix^-f-  3x^-f-4x*-4-  ^x^-+-  6x^  -hScc. 

dans  laquel'e  chaque  coefficient  indique  de  combien  de 
manières  différentes  lexpofant  de  la  puiflance  correfpondante 
de  X,  peut  réfulter  par  addition  des  termes  différents  de  la 
férié  ,  1,2,3,4,5,^,7,  ^^-  Ainfi  ,  il  eft  vifible  qu'il  y  a 
fix  manières  de  former  le  nombre  8  par  l'addition  de 
différents  nombres.  Les  voici  : 

8  =  8  8  =  5  -H  3 

S  =  7-f-i  8c=5-hi-+-i 

8==<î-4-2  8=4-i-3-i-i 

II  faut  remarquer  ici  qu'on  doit  mettre  auffi  en  ligne  de 
compte  le  nombre  propofé  ,  parce  que  le  nombre  des  termes 
n'eft  pas  déterminé  ,  &c  que  par  conféquent  on  peut  n'en 
prendre   qu'un. 

302.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  comment  chaque 
nombre  efl  produit  par  laddition  de  nombres  différents. 
Mais  cette  condition  qui  fuppofe  des  nombres  différents  n'aura 
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plus  lieu  ,  fi  nous  tranfportons  ces  fa£leurs  au  dénominateur. 
En  effet,  foie  propofée  cette   exprelîion 


laquelle  étant  développée  par  la  divifion  donne  la  férié 

il  eft  clair  que  F  fera  la  fomme  des  puifTances  de  .v  ,  dont 
les  expofants  font  compris  dans  cette  férié 

Enfuite  Q  fera  un  affemblage  de  puiflances  de  x ,"  dont  les 
expofants  font  les  fommes  de  deux  termes,  répétés  ou  non  , 
de  cette  férié.  De  plus,  R  fera  la  fomme  des  puilTances  dex-, 
dont  les  expofants  font  formés  par  l'addition  de  trois  termes  , 
&  5  la  fomme  des  puifTances  ,  dont  les  expofants  font  formés 
par  l'addition  de  quatre  termes  contenus  dans  cette  férié  ; 
ain(î  des  autres. 

303.  Par  conféquent,  fi  on  fuppofe  que  l'expreffion  ait 
été  entièrement  développée,  &  qu'on  ait  raiïemblé  les  termes 
femblables,  on  verra  de  combien  de  manières  différentes  un 
nombre  propofé  n  peut  être  formé  par  l'addition  de  m 
termes ,  différents  ou  non  ,  de  la  férié  «,  ^,  >-,  ^T,  «  j  ^  ,  &c. 
Cherchons  ,  par  exemple  ,  dans  l'exprefîion  développée  le 
terme  x"  :j['"5  &  fon  coefficient  que  je  fuppofe  N ^  de  forte 
que  le  terme  total  foit  =  iVx ":("';  ce  coëfiicient  N  nous 
apprendra  de  combien  de  manières  différentes  le  nombre  n 
peut  être  formé  par  l'addition  de  m  termes  contenus  dans 
la  fuite  a,f,>,<r,  s,  &c.  On  aura  donc  ainfi  la  folution 
d'une  queftion  analogue  à  la  première  que  nous  avons  confi- 
dérée  auparavant. 

304.  Faifons  l'application  de  ce  que  nous  venons  de  dire 
à  un  cas  plus  remarquable  ,  oc  prenons  cette  exprelîion 

I 


{1—Xl){l—X'7^){l-X'l){l^x'l){l  —x\)bLC. 
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dont  le  développement  effectué  par  la  divifion  donnera 

I  _(_  -  (j,-  H-a^H-  a;!  +  *♦  -f-  a:'  4-  Ar«  +  x'  4-  a:»  -)-  x^  -h  &C.  ) 
-+-  {'(x'  +  a:'-f-2.**  4-  2*'  -f-3A:*  -f-  3*7  _|_  4^-8  ^  ^,-»  _^_  5 a.'" -H  &c.  ) 
_j_  ^i  (^;  -j_  A;+-J-2a:'  +  3x'^  -h  4*''  H"  5*^  "*"  7^''  *♦-  S.v'"  -f-  lox"'-h  &C.  ) 
_j_j4  (^4_f.a:î  4-  ix<^  -h  3A.-'  +  5a;'  -t-  dx'  4-  9.1;'°  4-  iix'  '  +•  I5x''-  4-&C.) 
4-  i^  {x^-+  a:*  4-  2;t'  4-  3^:'  4-  5*'  4-  7x'°  -{-lox'  '  4-13*'  =  +  i8.v'  '  4-  &c.) 
4-  ^*  (.^"4- a'  4-  î.ts  4-  3A:'  4-  5a">  4-7A:'  '  +  iix'  -4-  14*'  ='  4-  20a:"  +  4-  &c.) 
4-î'  (a^4-a:'  4-  2a:'  -1-3;;'^  4-  5A;"  4- yx" -+- iiat'  '  4-  i5Ar' +-t- îia;"  '  -|-  &c.  ) 
4-î'  (a:'  +  a'4-2a">4-3a;'  '  4-5a:"4-7*''  -Hii*"*4-  15*' ' 4- 2ax"'4-  &c.  ) 

&:c. 
On  peut  donc ,  à  l'aide  de  ces  fériés  ,  trouver  fur  le  champ 
de  combien  de  manières  difiéreutes  un  nombre  propofé  peut 
être  formé  par  l'addition  d'un  nombre  donné  de  termes  de 
cette  férié  1,2,  3  »  4  ï  5  >  6,  7,  &c.  Veut-on  favoir ,  par 
exemple,  de  combien  de  manières  difîérentes  le  nombre  13 
peut  réfulter  de  l'addition  de  cinq  nombres  entiers  ?  Il  faudra 
chercher  le  terme  x'^^^^  dont  le  coefficient  18  apprend 
que  le  nombre  en  queftion  13  peut  être  de  dix-huit  manières 
le  réfultat  de  cinq  nombres  ajoutés. 

305.     Si   on   fuppofe   :ç  ==  i  _,   &  qu'on    réuniiïè  en  une 
fomme  les  puiiîances  femblables  de  x  y  cette  expreilion 

I 
(l  —X)  (l  — JC")(l*—  X')(.I— X*)  (i  —x'){i  — x^)  ècc.  ' 

fe  changera  en  cette  férié 
1  »^-  jc  H-  2X*-4-  3x'  -+-  5J<:*-f-  7x^-1-  I  ix'^-h  I  5x''-+-2  2x^-t-&c. 
dans  laquelle  chaque  coefficient  marque  de  combien  de 
manières  différentes  l'expofant  de  la  puilT'ance  correfpon- 
dante  peut  être  formé  par  l'addition  de  nombres  entiers, 
foit  égaux  foit  inégaux.  Par  exemple  ,  le  terme  i  ix*  fait  voir 
que  le  nombre  6  peut  être  produit  de  onze  manières  par 
l'addition  des  nombres  entiers.  Les  voici  ; 
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6=6  é=5-4-i-Hi'+-i 

6^=  5-+-1  6=2-4-1-1-2 

6  =  4-1-2  ^=  2  H-  2  H-  I  -H  I 

6=4-+-i-4-i  6=i-f-i-4-i-Hi-4-i 

6=:3-t-3  6=i-hi-f-i  +  i-+-i-|-i 

6=3-1-2-^-1 

Remarquez  auflî  que  le  nombre  propofé  étant  contenu  dans 
la  férié  des  nombres  i,  2,3,4,  5,  6,  &c.  fournit  lui-même 
une  manière. 

306.  Cela  pofé  en  général ,  cherchons  une  méthode  facile, 
qui  nous  donne  chacune  des  compofitions  ,  dont  vous  venons 
de  parler ,  ôc  prenons  d'abord  en  confidération  celle  qui 
n'admet  que  des  nombres  entiers  difFércnts  ,  Si.  dont  il  a  été 
queftion  en  premier  lieu.  Soit  donc  propolée ,  à  cet  effet , 
l'expreffion  fuivante 

qui  développée  &  ordonnée  par  rapport  aux  puiiTances  de  ^y 
donne  la  férié 

pour  laquelle  il  s'agit  de  trouver  une  méthode  expéditive 
d'obtenir  les  fondions  P,  Q^R,S  ^  7",  &c.  de  .v  ;  car  on 
aura,  par  ce  moyen  ,  fatisfait  d'une  manière  convenable  à  la 
queiHon  propofée. 

307.  Or  il  eft  clair  que  fi  on  écrit  x  :^  pour  :( ,  on  aura 

{î  -^  x\)  {i -^  x\)  {1  -^  x\)  {i -{- x\)  ôcc.  =  — ^. 
Donc ,  en  fubftituant  x:(  à  :(,  la  valeur  du  produit,  qui  étoit  Z, 
fe  changera  en  -^        ■    ;   ainfi  ,  puifque 

Z  —  I  •+-  P i-h  Q i^  -^ Ri^  -^  S i^ -^-  Sec. 
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on   aura 


— ?, —  =  I  H-  Pxr  -H  OxY  •+■  Rx'r^  ■+•  S  xV  H-  &c. 
Multiplions  donc  par    i-+-jc:(,&;  nous  obtiendrons 
Z  =  I  H-  Px:(  -^  qx\'  -^  Rx\'  -^  S x\^  -^  ôcc. 
-f-      xi'\-  Px'i*  -H  Qx\'  -4-  i?xY  -+-  &c. 

Cette  valeur  de  Z  comparée  avec  la  première  donnera 

-*  1  —  ;c»>C  1  —  x^  ^  I  —  a''  I  —  Jc4   etc. 

On  aura  donc  pour  P,  Ç,  /?,  5,  &c.  les  valeurs  fuivantes 
P  = 


&:c. 

308.  Nous  pouvons  donc  obtenir  féparément  chacune 
des  fériés  des  puifTances  de  x ,  qui  doit  nous  apprendre  de 
combien  de  manières  différentes  un  nombre  propofé  peut 
être  formé  par  l'addition  d'un  nombre  donné  de  parties  en- 
tières. Au  refte  ,  il  efl:  vifible  que  toutes  ces  fériés  font 
récurrentes  ,  parce  qu'elles  font  le  réfultat  du  développe- 
ment d'une  fonélion  fradionnaire  de  .v.  En  effet ,  la  première 

expreflion  P  =  — 3 —  donne  la  progreiïîon  géométrique 

X  -h  x^  H-  x'  H-  X*  -{-  ^^  -H  X*  -t-  x'  -h  &:c. 
laquelle  fait  voir  évidemment  que  chaque  nombre  eft  contenu 
une  fois  dans  la  fuite  des  nombres  entiers, 

309-  La 
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309.  La  féconde  expreflîon  ■  ^xU  i  —  xx)  ^^""^  ^^  ^^i^i® 
x'H-  x*-i-  zx"  ^  2x*-4-5x^  -}-  3x^-H4A:'-4-4.Nr"'-t-  &c. 
dans  laquelle  le  coefficient  de  chaque  terme  apprend  de 
combien  de  manières  l'expo fant  de  x  peut  être  partagé  en 
deux  parties  inégales.  Par  exemple  ,  le  terme  4-  x^  marque 
que  le  nombre  9  peut  être  partagé  de  quatre  manières  en 
deux  parties  inégales.   Si  nous  divifoiis  cette   férié    par   x', 

nous  aurons  celle  qui  provient  delà  fraction  -7 ^ • 

avoir  :  r;;|    ,  .      ■     " 

I  -h  X  -+-  2x*  -h  2x'  -+-  3X*  -4-  3  jc^  -J-  4\-'^  -H  4x'  -f-  &:c. 

dont  nous  fuppoferons  le  terme  général  ==JVx".  D'après  la 
génération  de  cette  férié  ,  on  fait  que  le  coefficient  N  in- 
dique de  combien  de  manières  différentes  rcxpçfant  n  peut 
être  formé  par  l'addition  des  nomljres  i  &  2  ;  &  puifque  le 
terme  général  de  la  première  férié  =  iV^:Jc  " +'3 ,  nous  en 
conclurons  ce   théorème  : 

On  pourra  partager  le  nombre  n  4-  3  <?/z  deux  parties  inégales 
d'autant  de  manières  différentes  ,  qu'on  pourra  ..fçrmcr  le 
nombre  ri  par  l'addition  des-  nombres  i  0  i.  '^^f  "''''   ''7  7"."''-' 

|,,3io.  Latroifieme  expreffion  (,,^3  (,lV-3(  r -:..)  »  ^^^»»^ 
-réduite  en  férié ,  donnera 

,  :c*  -+-  x^  M-  2x«  -H  3x'  -H  4:)c'°  -4-  5^"  -f-  jx"  H-  8x"  -h  &c. 
Le  coefficient  de  cliaque  terme  de  cette  férié  marque  de 
combien  de  manières  djfïerentes  l'expofanc  de  Ja  puifTancé 
correfpondante   de  x  peiit  être  partagé  en  trois  parties  iné- 
gales. Mais  le  développement  de  la  fraction , — — ^ — 

donnera  cette  autre  férîe 

iH-x-4-zx*-h  3x'-H4Jc*H-5\-*-t-7x''.4-8x'  -4- ÔCe.    ]  , 

dont  nous  fuppoferons  le  terme  général  =  H x^.  Ce'  coef- 
ficient   N   indiquera   de    combien  de   manières  différente* 

EuLER ,  Introduclion  à  l'Anal,  infin.  Tome  I.        2  H 
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le  nombre  n  peut  être  formé  par  l'addition  des  nombres 
I,  2,3;  ainfi  le  terme  général  de  la  férié  précédente  étant 
N X  "-f-^,  nous  en  déduirons  le  théorème  luivant. 

On  pourra  partager  le  nombre  n  ■+■  6  en  trois  parties  iné~ 
gales  ,  d'autant  de  manières  qu'on  pourra  former  le  nombre  n 
par  l'addition  des  nombres  i  ,   263. 

311.  La  quatrième  expreflîon  développée  en  férié  donnera 

x-o  -^  x"  -l-  zx''-h  3x"  ■+■  5x'*-h  <îx'^-4-9x"'-h'&:c. 

où  le  coefficient  de  chaque  terme  fera  connoîcre  de  combien 
de  manières  différentes  l'expofant  de  la  puilTance  correfpon- 
dante  peut  être  partagé  en  quatre  parties  inégales  ;  mais , 
fi  on  fait  le  développement  de  cette  expreflion 

-fV^x)  (r—x''){i  —  x'){i—x*) 

on  obtiendra  la  première  férié  divifée  par>r'°,  c'eft-à-dire  , 

1  -t-  a:  -1-  2x*  -4-  3x'  -4-  5X'*  -1-  6x^  -+•  ^x^  ■+-  iix''-i-  &:c. 

dont  nous  fuppofons  le  terme  général  =  Mx"  ;  il  fuit  derlà 
que  le  coefficient  JV  indique  de  combien  de  manières  diffé- 
rentes le  nombre  n  peut  être  formé  par  l'addition  de  ces 
«quatre  nombres  1,2,3,4.  ^"-"^  donc  que  le  terme  général 
de  la  férié  précédente  doit  être  =  Nx  "  +  ^°  •  nous  en  conclu.^ 
rons  le  théorème  qui  fuit  :  ^ 

On  peut  partager  le  nombre  n  -4-  i  o  en  quatre  parties  iné- 
gales j  (Sautant  de  manières  différentes  quon  petit-  former  le 
tiornbre  n  par  l'addition  des  nombres  1,2,3^4. 

312.  Dotnc,  en  général ,  fî  cette  expreffion 

I 

(  I  —  X)(I— X*)  (i— x'} (i_  jc"") 

eft  convertie  en  férië  ;  &:  quelé  terme  ge''né rai  foir  =  iV^x", 
le  coefficient  ,JV^  indiquera  de  combien  de  rnanieres  diflé- 
rentes   le    nombre   h   peut  •  être  formé    par  l'additian   des 
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nombres  i ,  i ,  3,4, m.  Mais ,  fi  cette  expreflîon 

m    (  /7  -4-   I  ) 

(I  — x)(i— JC*)  (i— x')    (  I  —  ^*) (i-^x") 

eft  changée  en  férié,  le  terme  général  fera  =  N  x'^-^'"  > 

dont  le  coefficient    N  marque     de   combien    de  manières 

irierentes  le  nombre  n  -+-  — ^^ peut  être  partage  en  m 

parties  inégales  ;  d'où  s'enfuit  le  théorème  : 

Le   nombre   de  manières   différentes   dont  on  peut  former  le 

nombre  n  par  l'addition  des  nombres   1,2,3,4, va  y  e fi 

le  même  que  celui  dont  on  peut  partager  le  nombre  n-j-  '"t'^''^'/ 
en  m  parties  inégales. 

313.  Après  avoir  expofé  la  partition  àes  nombres  en 
parties  inégales,  examinons  à  prélent  celle  qui  n'exclud  pas 
l'égalité  des  parties ,  ôc  qui  réfulte  de  cette  expreffion 

2= ï . 

{i—xi)   (i— *'-î   )  (i  —  a;'î)  (i—*4^)  (,_;,!  ^)  &c. 

Suppofons  qu'après  le   développement   fait  par  la  divilîon  , 
on  ait 

Or  il  eft  clair  que  fi  on  met  x .[  au  lieu  de  :{ ,  on  aura 

(I  — AT'î)  (1  _*'î)(i_;c4^)  (,_a:'^)  &c.    "^  (^  ^^^    ^■> 

le  même  changement  ayant  donc  été  fait  dans  la  férié  déve- 
loppée ,  le  réfultat  fera 

Multiplions    également  la   première  férié  par  i  —  x  /[ ,  SiC 
nous  aurons 

(1  —  «C)Z=s:  1  -+-  Pî-t-  Qî'    -t-  /?î»    •+•    5^+     -f-   &c 
—  «ï  —  Pat^*  —   Qa;^i—  Rx^'^  —  &c. 
2H  ij 
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En  comparant ,  on  trouvera 

ce  qui  donnera  pour  P,  Ç,i?,  J,  ôcc,  les  valeurs  fuivantes 
I  —  « 

n==  '-1 


(I    —x)    (I   —  X^)    (!—*>) 


S  = 


(,_^)      (l_^-)      (l-ATi)       Cl-*Mi 

314.  Ces  expreflions  ne  différent  de  celles  que  nous  avons 
données  plus  haut ,  qu'en  ce  que  les  numérateurs  ont  ici  de 
moindres  expofants  que  dans  le  cas  précédent  ;  &  c'efl: 
pourquoi  les  fériés  qui  naiiïent  de  leur  développement,  s'ac- 
cordent parfaitement  par  les  coefficients  ;  accord  qu'il  a  déjà 
été  facile  de  failîr  par  comparaifon  (art.  300  &  304)  &  donc 
la  raifon  ell  à  préfent  connue.  On  en  conclura  donc  les 
théorèmes  analogues  que  voici  ; 

Autant  qiiil  y  a  de  manures  différentes  de  former  le 
nombre  n  par  l'addition  des  nombres  1,2,  autant  il  y  a  de  ma- 
nières différentes  de  partager  le  nombre  n  -t-  i  en  deux  parties. 

Autant  qu'il  y  a  de  manières  différentes  de  former  le  nom- 
'hre  n  par  l'addition  des  nombres  1,2,3;  autant  il  y  a  de 
manières  différentes  de  partager  le  nombre  n  -\-  l  en  trois  parties. 

Autant  qu'il  y  a  de  manières  différentes  de  former  le 
nombre  n  par  l'addition  des  nombres  1,1,3,4;  CLUtant  il  y 
a  de  manières  différentes  de  partager  le  nombre  n  -f-  4  ^ /z 
quatre  parties.  Et  ^  en  général ,  on  aura  ce  théorème. 

Autant  qu'il  exifie  de  manières  différentes  de  former  le  nom- 
bre n  par  l'addition  des  nombres  1,2,3 m,  autant  il  y  a 

de  manières  différentes  de  partager  le  nombre  n  -^  m.  en  xx\. 
parties. 
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315.  Qu'on  ait  donc  à  trouver  en  combîen  de  manières 
un  nombre  donné  peut  être  partagé  ,  foit  en  un  nombre  m 
de  parties  inégales ,  ioic  en  un  nombre  m  de  parties  ,  tant 
égales  qu'inégales;  ces  deux  queftions  feront  réfolues,  fi  on 
fait  de  combien  de  manières  chaque  nombre  peut  être  formé 

Î)ar  l'addition  à^s  nombres  i,  1,3,4 '">  comme  on 
e  verra  par  les  théorèmes  fuivants ,  qui  dérivent  de  ceux 
qui  précédent. 

Le  nombre  n  peut  être  partagé  en  m  parties  inégaies ,  d'au- 

tant  de  manières  que  le  nombre  n ^ —  peut  être  forme 

par  l'addition  des  nombres  1,2,3,4 m. 

Le  nombre  n  peut  être  partagé  en  m  parties ,  foit  égales  , 
foit  inégales  ,  d' autant  de  manières  que  le  nombre  n  —  m  peut 
être  formé  par  l' addition  des  nombres   1,1,3 ni. 

Nous  en  déduirons  ces  autres  théorèmes. 

Le  nombre  npeut  être  partagé  en  va  parties  inégales  j  d'autant 

de  manières  que  le  nombre  n """-'-■    veut  être  partagé  en 

m  parties  ,  foit  égales  ,  foit  inégales. 

Le   nombre  n  peut  être  partagé  en  m. parties^  foit  égales^ 

foit  inégales ,  d'autant  de  manières  que  le  nombre  n  H-  ^'"  ~  '-^ 
peut  être  partagé  en  m  parties  inégales. 

3i<j.  Or  la  formation  des  fériés  récurrentes  nous  apprend 
de  combien  de  manières  différentes  un  nombre  donné  /;  peut 

être  formé  par  l'addition  des  nombres  1,1,3,4 ^t-    il 

faudra ,  pour  cela  ,   développer  la  fradlion 

I 

(1  —  X)    (  I  —  x^)   C  I    —  *') ^1  —  x'") 

&  continuer  la  férié  récurrente  jufqu'au  terme  Nx"^  dont 
le  coefficient  N  indiquera  de  combien  de  manières  le  nom- 
bre n  peut  être  formé    par    l'addition    Aqs  nombres  1,2, 

3,4 m.    Mais ,    ce    moyen  d'arriver    ne  lailTera    pas 

d'être  laborieux  ,  pour  peu  que  les  nombres  m  &  n  foienc 
grands;  car  l'échelle  de  relation  que  fournit  le  dénominateur 


146  De    la    partition 

développé  par  la  multiplication  ,  eft  alors  compofé  d'un  plus 
grand  nombre  de  termes ,  ce  qui  rend  pénible  la  continua- 
tion  de  la  lérie  pouflée  un  peu  loin. 

317.  Au  refte,  cette  recherche  donnera  moins  de  peine, 
fi  on  traire  d'abord  les  cas  les  plus  fimples  ;  car  il  fera 
facile  de  palier  de  ceux-ci  aux  cas  plus  compofés.  En  effet , 
fuppofons  que  la  férié  ,  qui  naît  de  la  tradlion 

I 

'  (1-%)  (i-*')  Ci— A') (!_*"■) 

ait  un  terme  général  =  Nx",  ôc  que  celle  qui  provient 
de  la  formule 

(i-x)  ii-x-)  (i—xi) (i-*-) 

ait  pour  terme  général  la  quantité  Mx",  dont  le  coeffi- 
cient M  indiquera  de  combien  de  manières  différentes  le 
nombre  n  —  m  peut  être  formé  par  l'addition  des  nombres 

I  ^   2^3 m.  Retranchons  cette  dernière  expreflîon  de 

la  première,,  nous  aurons  pour  refte; 

I 

(i-x){i-.x^)ii-x^) (i-x'"-') 

Or  il  eft  évident  que  le  terme  général  de  la  férié  réfultante 
fera  (  iV^ —  M)x".  Donc  le  coefficient  N —  M  fera  connoître 
de  combien  de  manières  différentes  le  nombre  n  peut  être 
formé  par  l'addition  des  nombres  1^1,3 {m —  i). 

318.  Nous  tireroivs  donc  de-là  la  régie  fuivante  : 

Soit  L  le  nombre  de  manières ,  dont  le  nombre  n  peut  être 
formé  par  l'addition  des  nombres  1,2,3 (w— i). 

Soit  M  le  nombre  de  manières,  dont  le  nombre /z- — m  peut 
être  formé  par  l'addition  des  nombres  1,2,3 ^' 

Et  foit  N  le  nombre  de  manières  ,  dont  le  nombre  n  peut 
être  formé  par  l'addition  des  nombres  1,2,3 ^^ 

Cela  poié ,  on  aura ,  comme  nous  venons  de  voir  , 
L  =  N  —  Af,  &;  par  conféquenc  N^=xL^  M.  Donc  ,  fi 
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nous  trouvons  de  combien  de  manières  différentes  les  nom- 
bres n  &  n  —  OT  ,  peuvent  être   formés  par   addition   ,    le 

premier  avec  les   nombres    1,1,3 i'^  —  i)i    Se    le 

fécond  avec  les  nombres  1,2,3 m,  il  s'enfuivra  que 

nous  connoîtrons  aulîî  de  combien  de  manières  différentes  le 
nombre  n   peut   être  formé   par  addition  avec  les  nombres 

I  ,   2  ,   3 m.    On  pourra,  à  l'aide  de  ce  théorème  , 

paffer  des  cas  les  plus  fmiples  ,  qui  ne  préfentent  aucune 
difficulté  ,  aux  cas  de  plus  en  plus  compofés;  &  c'eft  de  cette 
manière  qu'a  été  calculée  la  Table  ci-jointe  *  ,  dont  voici 
l'ufage. 

Voulez-vous  favoir  de  combien  de  manières  différentes  le 
nombre  50  peut  être  partagé  en  7  parties  inégales  ?  Prenez 
dans  la  première  colonne  verticale  le  nombre  50 — ~ —  =  22 

&  dans  la  rangée  horifontale  fupérieure  le  chiffre  romain  VII, 
le  nombre  522  placé  dans  l'angle  vous  donnera  le  nombre 
de  manières,  que  vous  demandiez.  Voulez-vous  à  préfent 
connoître  de  combien  de  manières  différentes  le  même  nom- 
bre 50  peut  être  partagé  en '7  parties  ,  foit  égales,  foit 
inégales  ?  Prenez  dans  la  première  colonne  verticale  le  nom- 
bre 50  — 7  =  43  ,  le  nombre  894.(3,  qui  lui  correfpond 
dans  la  7*  colonne,  fera  le  nombre  cherché, 

319.  Les  fériés  verticales  de  cette  Table,  quoique  récur- 
rentes ,  ont  cependant ,  avec  les  nombres  naturels  ,  trian- 
gulaires, pyramidaux  &  fuivants,une  grande  connexion, que 
nous  allons   expofer  en   peu  de  mots.  En  effet ,  comme  la 

fraction ^—, r-  donne    la    férié 

(l  —  ^)    (  I  —xx) 


1  -4-X-+-    2x*-t-   2x'-t-  3.v*H-3Jc^-t-   &c. 
&   conféquemment    la    fradion ~ ^    celle-ci 

^  (I— x)(i— *.r) 

X  -¥-  Jc'-H  2x'-f-2x*-4-  3x^-f-  ^x^  -\-  &:c. 
Si  on  ajoute  ces  deux  fériés ,  leur  fomme  donnera  cette  autre, 
'  Voyez  page  251. 
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i-f.  IX  -h3x'H-4x'-|-5x'*-î-6jc5-H7x*-hôcc. 
que  fournit  le  développement  de  la  fradion  .  J^.  J^  s  =  ^yt;^^' 

Ce  qui  fait  voir  clairement  que  les  termes  numériques  de 
la  dernière  férié  forment  la  fuite  des  nombres  naturels. 
Donc  en  ajoutant  deux  termes  confécutifs  de  la  féconde 
férié  de  la  Table  ,  on  obtiendra  la  fuite  des  nombres  na- 
turels ,  en  fuppofant  x  =  i. 

i-r-iH-a-h2-f-3-f-3H-4H-4-+-î-f-5-f-6-l-6  -h  Sec. 

1^2  _j_j_f_4^_^4.6  +  7-f-8-)-9-f-  io-f-ii-Hi2  -h  &c. 

Donc  réciproquement  la  férié  des  nombres  naturels  donnera 
la  férié  fupérieure  ,  en  retranchant  chaque  terme  de  la  férié 
fupérieure  du  terme  fuivant  de  la  férié  inférieure. 

310.    La  troifléme  férié  verticale  provient  de  la  fra<3:ion 


Mais    comme 


(I  _x)    (I  —  a;x)    (  I    —    ï')  (l    —  x)i 

LL±4Hllt^4lf^I_ ,    il    eft   évident    quen     ajoutant 

{00)  d'abord  trois  termes  de  cette  férié  ,  enfuite  deux  termes 
de  la  férié  réfultance ,  on  doit  obtenir  les  nombres  trianga- 
laires  ;  ce  dont  il  eft  aifé  de  s'alTurer  par  ce  qui  fuit  : 

i-i-  i-i-  1  -+-  3  -f-4-t-î  -H74-8  +10 -4- 12  4-  14+16-+-19  -t-Scc; 
1  -f-  2  -J-4  M-  6  -4-  9  -+-  12  -i-  16  +  20-4-25  -l-  30+  36-!-  41  +49  -{-&c. 
1  +  3-4-6-t- 10 -1-15-t- 21 -1-18  +  36  + 454-55-»- 66  +  78 -(-91  +  &C. 

Réciproquement    on  voit  comment    on  peut  tirer   la  fuite 
fupérieure  de  celle 'des  nombres  triangulaires. 

311.    Pareillement,  comme  la  quatrième  férié   provient 
de  k  fraâion  —, r-- 7^7 rr—, 77-  ,    on   aura 

(  I  +  Je)  (  ï  +«+*'-)    (i  _f->:~f.a:'+*'  )  i  c      J  ? 

—7 7 — — ^ — -— — -i-  =  -, r-.  Si   dans  la 

quatrième  férié  on  ajoute   d'abord  quatre  termes,  enfuite 

trois 
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trois  dans  la  férié  réfultante  ,  &  enfin  deux  dans  cette 
dernière  ,  on  trouvera  la  fuite  des  nombres  pyramidaux  , 
comme  le  fait  voir  le  calcul  fuivant. 

i-f-i-+-2-H3-f-ï-J-6-t-9-t-  n-+-is+i8-+-23  H-i7-|-&;c. 
i  -i-  2  +  4  +  j  -hii  +16+ î3  -«-  31  -h  41  +•  53  -J-  67  -I-  83  -j-  &c. 
I  -f-  3  -t-7H-i3H-iiH-34-*-5o-f-70  -H  95-l-i2^-+-i6i-<-ao3-f-  &c. 
1  •+■  4  -+- to-f-20 -f-35  -i- 56-t-84-+-iio-f-i65-(-a2o-f-28<f-f-  364-»-  &c. 

Semblablement  la  cinquième  férié  conduira .  aux  nombres 
pyramidaux  du  fécond  ordre  ,  la  fixieme  à  ceux  du  troi- 
lîeme  ordre  ;  ainfl  de  fuite. 

321.  Donc  ,  réciproquement  on  pourra  ,  au  moyen  des 
nombres  figurés  ,  former  les  fériés  qui  fe  trouvent  dans  les 
tables  par  des  opérations  ,  que  le  calcul  fuivant  rendra  fa- 
ciles à  faiiir. 

i-f-24-3  +  4-i-î-*-6H-7-t-8  -f-9-+-io-t-&c. 

i4-i4-24-î+3-t-3-t-4-H4  -f-5  -4-5  •+■   &c.  II. 


I  +  3  •+■  6  -t-  10  H-  15-f-  21  -H  28  -+-  36  H-  45  -+-  55  -t-  &c. 
I  H-  2  +  '4  4-  6  -H  9  •+-  Il  +  16  4-  20  4-  25  -+-  30  H-  Sec. 
1  H-  I  -j-  2  -J-  3  -h  4  4-  5  ■+■  7  -+-  !8  -f-  10  -t-  12  -t-  &c.  IIL 


14-44- 10  4- 20  4-35-4-  56  4-  84  4-  120  4«-  165  4-  220  4-  &c. 
I  4-  3  4-  7  4-  13  4-  22  4-  34  4-  50  4-  70  +  95  -+-  1^5  +  &«• 
14-24-4+7  -f-  II  4-  16  4-  13  4-  31  4-  41  4-  53  4-  Sec. 
I  -t-  I  4-  2  -;-  5  -4-  5  4-64-9  4-  II  4-  15  +  18  -^  &c.  IV. 


I  4-  S  4-  15  4-  35  4-  70  4-  1264-210  4-  330  -f-495  4-  715  4-  &c. 
I  4-  4  -t-  1 1  -t-  24 -+-  46  +  8»  4-  130  4-  200  4-  295  4-  420  +  &c. 
1  4-  5  4-  7  4-  14  4-  25  4-  41  4-  64  4-  95  -+-  1 36  -t-  189  4-  &c. 
1  4-  2  -t-  4  4-  7  4-  '*  -1-  '8  +  *7  "*"  3^  ■♦"  5)  +  7'  "+"  ^c. 
14-14-24-34-5  4-74-io-<-i34-i8  4-23H-  &c.  V. 
&C. 

EuLER ,  Introducllon  a  l'Anal,  injin.  Tome  I.  il 


1^0  De    la     partition 

Dans  ces  différents  groupes  de  fériés ,  les  premières  font  les 
nombres  figurés,  &.  en  retranchant  chaque  terme  de  la  fé- 
conde lérie  du  terme  fuivant  de  la  première  on  forme  la 
féconde.  Puis  on  ajoute' deux  termes  de  la  troifieme  férié, 
qu'on  retranche  du  terme  fuivant  de  la  féconde ,  &  on 
obtient  la  troiileme  ;  &  en  continuant  ainfi  de  fouftraire  la 
fomme  de  trois  ,  de  quatre  termes  ,  ou  d'un  plus  grand 
nombre  ,  de  la  férié  ultérieure  ,  du  terme  fuivant  de  la  férié, 
qui  précède,  on  formera  les  autres  fériés  ,  jufqu'à  ce  qu'on  foit 
arrivé  à  celle  qui  commence  par  i  -H  i  -i-  z  &cc  ;  2c  ce  fera 
la  férié  ce  la  Table. 

323.  Toutes  les  fériés  verticales  de  la  Table  commencent 
de  la  même  manière ,  &c  ont  continuellement  un  plus  grand 
nombre  de  termes  communs  ;  d'où  il  s'enfuit  qu'à  l'infini  ces 
fér'es  deviendront  identiques.  On  aura  alors  la  férié  j  qui 
provient  de  la  fra£lion. 

I 
\i—x)  {i—x'){i  —  x')  {i~x^}  [i—x')  (i— Jf')  {l—'X')  &c. 

Con,ime  cette  férié  eft  récurrente  ,  confîdérons  d'abord  le 
dénominateur  de  la  fraction  pour  en  déduire  l'échelle  de  re- 
lation. Or  fi  les  faéleurs  du  dénominateur  font  continuelle- 
ment multipliés  entr'euXjOn  trouvera  la  fuite 

I  X  x'  -i-  x^  -^-  x''  — «"  — x"^  +  x^^  -+-  x^'  —  x'^  —  x*°  -\-x^'  -f-  &c. 

&  fi  on  examine  avec  un  peu  plus  d'attention  la  nature  de 
cette  fuite ,  on  verra  qu'elle  ne  renferme  d'autres  puiiïances 
de  X ,  que  celles  dont  les  expofants  font  compris  dans  cette 

^I'PJ  formule    ^""  — "«   Si  n  eft  un  nombre  jmpair  ,  les  puiiïances 

feront  négatives,  &c  elles  feront  pofitives,  fi  n  eft  un  nombre  pair. 

3  24.  Donc  l'échelle  de  relation  étant 

-)-    I,  -t-I,0,0,  —  1,0,  —  1,0, 0,0,0,  ■+•  I,  0,0,  -+-1,0,0,   &€. 

La  férié  récurrente  que  donnera  le  développement  de  la 
fra<n;ion 


(i  _a)  (j  _x^)(i_a-3)  (i-a:4)  (i  _  x^^  (i  — **)  (i  — «';  &c. 


DES     Nombres. 
fera  celle-ci  : 


*5l 


22X*-h30x'-+-42x'**-t'56x"H-77x"-hioix"-h 

-t-  385X'»  -t- 


1350c'*  -H  ijôx'^  -i-  231X'*  -t-  197'' 
490. v'*  H-  6ijx^°  ■+•  75) 2  J5 "  -t-  i-ooxx' 
1575  a:**  &:c. 


Par  conféquenc  dans  cette  férié ,  chaque  coefficient  indique 
de  combien  de  manières  différences  l'expofant  de  x  peut  fe 
former  par  l'addition  des  nombres  entiers.  Ain{î  le  nombre  7 
peur  être  formé  de  quinze  manières  par  addition. 


7=7 

7  =  ^+1 

7=  54-  i 

7  =  5  4-  I  H-i 

7=4  +  3 


7  =  4-1-2-1-1 

7  =  4-f-  I  +  I  +  I 

7  =  3  +  3  4-ï 
y  =  j  -j-  2  -+-  1 

7  =  4 -f-  I  H-  I  -H  I 


7  =  34-i-hi-t-i-f-i. 

7:=2-4-2  +  2-i-ï 

7  =  z-h2-+-i-{-i+i 

7  =  24-i  +  iH--i-hi4-i 

7  —  H-i-4-i-+-i-i-i4-i-t-ï 


325.    Si  on  développe  ce  produit 
(H-jc)(i-f-x")(H-x')(i  -f-x*)(i-4-x')  (i  vi-x^)  &c. 

on  aura  la  férié  qui  fuie  , 
I  -{-AT  -f-x*-4-  ix^  H-  2Ar*-i-  3JC^  H-  4X*  -1-5*:'  -h(jjc*  -f- 

8x^4-  10:^ '^'  4-  &c. 
dans    laquelle  chaque    coefficient    marque    de  combien  de 
manières  différentes  l'expofant  de  x  peut  être  formé  par  l'ad- 
dition de  nombres  inégaux.  Ainfî  le  nombre  9  peut  être  de 
fcuic  manières  différentes  la  fomme  de  nombres  inégaux. 


9  =  9 

9  =  8-4-1 

9   =  7  -h   z 

9  =  ^4-3 


9  =a  (î  -4-   2   4-    I 
9  =   54-4 
9=5-1-3   +   1 
9  =  4  -f-  3   4-   2 


252  De     la     partition 

31^.  Afin   de  pouvoir  comparer  ces  formules  entr'elles , 
fupporons 
P=  (i  —  x)  (I  — X*,  (i  —  x')  (I  —X*)  (i  — x')  (i  — x*j  ôcc. 

ôc 
Ç==(i-+.x)  (n-x*)(H-x')(i  H-x*)(H-x^)(i-hx*)&c. 

nous   aurons 
i>Q  =  (i_x*)(i— x*)(i— x')(i— x')(i-x"')(i— x'*)&:c. 
Comme  tous  ces  fadleurs  font  contenus  dans  P,  divifons  P 
par  P  Ç ,  le  quotient  fera  -^  =  (  i  —  *^  )  (  i  —  ■'^ '  )  ( i  —  ■'^^  ) 
(1— X^)    (I  —  x')&c. 

&  par   conféquent 
0  = î 

^  (i  — ;c)  (i—«')(i  — ;»')(! —:c')(i—x»)  &c. 

Le  développement  de  cette  fradtion  produira  une  férié,  dans 
laquelle  chaque  coefficient  apprendra  de  combien  de  ma- 
nières différentes  l'expofant  de  x  peut  être  formé  par  l'ad- 
dition des  nombres  impairs.  Puis  donc  que  cette  expreflion 
eft  égale  à  celle  que  nous  avons  confidérée  dans  l'article 
précédent ,  nous  en  conclurons  le  théorème  fuivant. 

Autant  qu'il  y  a  de  manicrcs  de  former  par  addition  un  n-om- 
brc  donné ,  avec  tous  les  nombres  entiers  inégaux  entreux  ; 
autant  il  y  a  de  manières  de  former  le  même  nombre ,  ]^ar  ad- 
dition ,  avec  les  nombres  feulement  impairs  ,  foit  égaux  foit 
inégaux. 

327.  Comme  nous  avons  vu  ci-defTus  que 
P  =   I   —  X  — x*H-  x^-î-  x'— x"  —  x'^-^-x"^-x''  — 
x"  —  x*"»  -+-    &c. 
on  aura  en  mettant  xx  pour  x, 
P  Ç  =  I  —  X*  —  X*  -i-  x'°  4-  x'*  —  X**  —  x'*»  -I-  X**  -H 
x'\  —  &c.. 


§0 


IH      4i      ^A    t^    hs 


X 


«4VOV5     ©S'-'    0\CV90    v^v^O    v-vfnO 


-       [^     f^N    O       O 


f^  O  00 
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»^  '^    ^  r^  <^ 
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«    'I 
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HN«^tiHHr4H«^ 


«^     S 
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&  en  dlvifant  cette  expreflîon  par  la  première 

^  I  —  .x'  — X*  -^-  x'"  -h  x'*  —  x^^  —   x^°   ■+■    Sec. 

vT    ~~      1  —X — x--i-x^  -l-JC'  —  x'^-  — «■'  -1-  *"  +  x"  —  &c.  ' 

Donc   la  férié   Q  fera  auflî  récurrente  ,  6c  fera  égale   à   la 
férié  -^>  en  multipliant  celle-ci  par  i  —  x*  —  x^  4-  x'°  •+• 
x'*  —  x^*    &:c.  Ain(î  j  puifque  (art.  314) 
-y  =  I  H-^  -1-  ix*4-  3x'  H-  5x*-h  yx'  -t-  iix*^-  I5x^-J- 
iix'  H-  30X'  -f-  &CC. 
Si  on  multiplie  ce   réfultat  par 
I   —   X*  —  x'^  -J-  x''  •+•  x'*  —   &c. 
on  trouvera  pour  produit 
I  4-  X  -j-  2x'  -I-  3Af'  -f-  SA.*  -+-  7*'  -j-  iix*  -t-  ijx'  4-  2tx'  -i-  30X»  •+■  Sec. 
—  x'    —  *'  —  2.x*  —  3«'  —    5«*  —  yx''  —  11«'  —  15*»  —  &c. 
—    X*  —  *'  —    îx*   —    3«'  —    5*'  —    7«»  —  &c. 
ou 
1  +*+*'-+■  ax'  H-iA*  +  3*'  -t-  4-'<''  -4-5A^-t-6x«  4-8*'  -J-  &c.  =  Q. 

Donc  avec  la  formation  des  nombres  par  l'addition  des 
nombres,  tant  égaux  qu'inégaux,  on  aura  celle  des  nom- 
bres par  l'addition  des  nombres  inégaux  ,  6c  conféquem- 
ment  celle  des  nombres  par  l'addition  des  nombres  feule- 
ment impairs. 

328.  Refte  encore  à   traiter  &  à   expliquer  quelques   cas 

ftarticuliers  ,  qui  ne  font  pas  fans  utilité  pour  faire  connoître 
a  nature  des  nombres,  Confidérons ,  par  exemple  ,  cette 
expreflîon 

(i  -+-x)  (1  -Hx'-)(H-x^)fi  -f  x')  (n-x'*)(i  -t-x'*)  &c, 

dans  laquelle  les  expofants  de  x  croiiïent  en  raifon  double. 
Si  on  développe  cette  exprefljon  ^  on  trouvera  ,  à  la  vérité, 
la  férié 

I  -4-  X  -h  X*  -4-  x'  -+-  X*  -H  x'^  -h  X*  -+•  x'  H-  x'  4-  &c. 


2  54  ^E       ^  -^       ÇARTITION 

Mais,  comme  on:  peut  douter  fi  cette  rérie  eontiuiiera  de 
fuivre  la  même  loi,  àc  lî  elle  formera  à  l'infini  une  progrefiion 
géométrique  ,  examinons-la  plus  particulièrement.  Soit  à 
cet  effet 

&  fuppcfons  que  le  développement  de  cette  quantité  donne 

la  férié 

P  =   i^^x  -h^x*  -^  7X^  -h  ^x*  -{-  iX^  -h  ^x^  H-  «x* 

Or  il  eft  clair  que  fi  au  lieu  de  x  on  écrit  ^x  ,  on  aura 
le  produit 

(l-+-X5C)(H-X*)(l-+-X*)  {i-hx'^)  (i-+-x'*)&c.  =— ^  . 
/\  /\  /\  /v  /  i_j_jç, 

ayant   donc  fait  dans  la  férié  la  même  fubftitution ,  on  aura 
—^—=  I  ■^cLx'-+'Çx*  -h7x'-hi^x'-hix'°-h^x''-{-ëCc. 
&L   multipliant  par  i  H-  x  , 

■Jr-  ^x'  -é-  <rx'  -t-   Sec. 
Cette- valeur  de- P  comparée  avec  Ta  précédente ,  donnera 

Donc  tous  les  coefficients  feront  =  i  ;  &;  par  conféquent. 
le  produit  P,dont  il  ell;  queftion  ,  étant  développé  ,  fournira 
la  férié  géométrique 

I  -î- X -4-  x'  -K a:  '  -Vx*^-+- x^ -+-•  X *  -V X ^  -f-  ècc. 
319.  Puifque  toutes  les  puilTances  de  x  fe  trouvent  dan* 
cette  fuite  ,.  éc  chacune,  une  fois  ;  concluons ,  d'après  la  forme 
du  produit  ( i  -f-  x  )  (  t  -H  x*  )  ( i  -t-  x"*  )  &c  ,  que  tout  nombre 
entier  peut  être  formé  par  l'addition  de  termes  différents  de 
la  progrefiîon  géométrique  double  ,  i  j  z  ,4  ,  8  ,  1^,32,  &c, 
&  cela  d'une  manière  feulement.  Cette  propriété  eft  connue 
de  ceux  qui  font  dans  l'habitude  de  faire  des  pefées  ;  car  ils 


x>  £  5     Nombres.  .a^j 

favent  qu'avec  des  poids  feulement  de  1,2,4,8,16,31^ 

&c.  livres,  ils  peuvent  faire  toutes  les  pefées  pollîbles ,  tant 
qu'il  n'y  aura  pas  de  fractions  de  livre.  Ainfi  ,  avec  ces  dix 
poids,  fwoir  1  ^,  2  ^,  4^^  8  ^,  lô'^,  3  2  if^,  64^,  128^^ 
256^,512^,  on  peut  pefer  jufqu'à  1024'^,  5c  fi  on  y 
ajoute  un  poids  de  1024^^  on  pourra  pefer  jufqu'à  2048 '^. 

330.  On  fait  de  plus  -dans  la  pratique  qu'avec  un  moindre 
nombre  de  poids ,  èc  qui  croifTent  en  railon  géométrique  , 
favoir,  i  ,  3  ,  9  ,  27  ,  81  ,  6cc ,  on  peut  pareillement  faire 
toutes  les  pefées  polîibles  ,  à  moins  qu'on  n'ait  befoin  de 
fractions.  O-bfervez  que  dans  £e  dernier  cas  ,  on  ne  place 
pas  les  poids  d'un  feu!  côté  de  la  balance ,  mais  des  deux 
cotés  ,  à  la  fois ,  s'il  eft  nécellaire.  Cette  pratique  eft  fondée 
fur  ce  qu'en  prenant  toujours  des  termes  différents  de  la 
progreffion  géométrique  triple,  1,3,  9j27,8i,&c;  on 
peut ,  par  l'addition  &  par  la   fouftraition  ,  former  tous  les 


nombres  entiers  imaginables.  En  effet 


1  =  1 

2  =  3  — 

3  =  3 
4=3-4- 


5  =  9  —  3 

6  =  9  —  3 

7  =  9—3 

8  =  p  —  I 

&c. 


•+•  1 


-4-   I 


9  =  9 

10  =  9  4-   I 

11  ='  9  -H  3  — 

12  =  9+3 


3 3 T.    Pour  démontrer  cette  vérité,    je  prends  ce  produit 
eompofé  d'un  nombre  infini  de  fa£teurs 

(x""-+-i   -1-x')   {x'  '  -+-  I    H-  x^  )  (x"  ~h  i  -h  x^) 

(x  "'"  -H  I  -4-x'')  acc.  =  P, 

lequel  étant  développé,  ne  donnera  d'autres  purflances  de  x 
que  celles  dont  les  expofants  peuvent  être  formés  par  les 
nombres  1,5,9,27,81,  &c ,  fpit  en  les  ajoutant ,  foit  en 
les  fouflrayant.    Mais    obtiendra-t-on    toutes  les  puilFances , 
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&   chacune    d'elles    feulement    une   fois  ?  C'eft  ce  que  je 

cherche  de  la  manière  fuivante.  Soit 

P  =  &c.  ~i~cx~'-+-'6x'^'i'ax''^i    -h  u  x^  -h  Cx*" 

-+-  >  x'  -f-  J^  Jc"^  -+-  «  x'  -4-  &c. 

Or  il  eft  évident,  que,  fi  au  lieu  dex  on  écrit  jc'     on  aura 

P 
— ^rr-— — — ■    =  &c. -t-z^x"  "-t- flx"  ' -t- I -4-ax»  H- Cjc* 

-4-    T-X'    -t-    &c. 
Donc  P  =         Sec.         -+- 

ax'  *  -i-  a  x'  '  ^  ax'  '  -+-jc"'-f-i  -+-x-i-«x*-f-ax'-+' 

et  X*  -t-  C  jc  ^  H- ex** -4- C x'' +  &c. 
Cette  expreffion  comparée  avec  la  fuppofée  donnera 

»=!;£=«;    ^  =  a;<r=«;    e  =  C;    1  =  ^,    ÔCC. 

<ï  ::^  I  j  ^  =  a;  c  =  a;f/=(2;  e  =  é ,  &ic. 
d'où  nous   conclurons 
P  ==  I  H-  X     -+-   x'  -4-  x'  -h  X*  -4-  a:'   -+-  x*    -4-  x'  H-  ôcc. 
H-x"  '-t-  x"  'H-x'  '-4-x"'+x'  '-+-X"  "-t- X ■ 'H- &:c 

On  voit  par-là  clairement  que  toutes  les  puiiïances  de  x 
tant  polîrives  que  négatives  ,  fe  trouvent  dans  cette  férié  ; 
&  que  par  conléqucnt ,  on  peut  former  tous  les  nombres, 
foit  en  ajoutant ,  foit  en  fouftrayant  les  termes  de  la  pro- 
greiïion  géométrique  triple  ,  &c  que  de  plus  il  n'y  a  qu'une 
manière  de  former  chacun  des  nombres. 
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CHAPITRE    XVII, 

De  Vufage  des  Séries  re'curremes  dans  la  recherche 
des  Racines  des  Équations. 

532.  Le  célèbre  DANIEL  Bernouilli  a  indiqué  un  bel 
ufage  des  fériés  récurrentes,  relatif  à  la  recherche  des  ra- 
cines d'une  équation  d'un  degré  quelconque  ,  dans  /es 
Mémoires  de  l'Académie  de  Pétersbourg  ^  Tome  III ,  où  il 
enfeigne  comment  on  peut,  à  l'aide  des  fériés  récurrentes  , 
alligner  les  valeurs  approchées  des  racines  d'une  équation 
algébrique  quelconque  ,  quelqu'en  foir  le  nombre  de  di- 
menfions.  Cette  méthode  pouvant  être  d'une  très -grande 
utilité,  j'ai  jugé  à  propos  de  l'expliquer  ici  avec  quelque 
détail ,  afin  qu'on  puilTe  favoir  dans  quel  cas  on  peut  l'em- 
ployer. Car  il  arrive  quelquefois  qu'on  eft  trompé  dans  fon 
attente,  &  qu'on  ne  peut  obtenir  aucune  racine  de  l'équa- 
tion par  le  moyen  de  cette  méthode.  C'eft  pourquoi  ,  pour 
en  mieux  faire  fentir  l'efprit  &:  la  nature,  il  convient  d'exa- 
miner ,  d'après  les  propriétés  des  fériés  récurrentes ,  les  fonde- 
ments ,  fur  lefquels  elle  porte. 

335.  Toute  férié  récurrente  pouvant  être  regardée  comme 
le  développement  d'une  fra<5tion  rationnelle  quelconque  ,  pre- 
nons la  fraction 

/z   -t-    è^    -f-     c-ç*   -f-   rf^î    -f-    (r^4   -f.  &c. 


,1    —  «î    —    £î'    —  y^'    —   ^î+  —   &C. 

laquelle  donne  naiiïance  à  la  férié  récurrence  fuivante  : 

donc   les  coefficients    A  ^  B ,  C,  D  ^  &c.  font  déterminés  , 
ainfi  qu'il  fuit  : 

EuLER ,  Introduclion  a  t AnaU  infin.  Tome  I.  2  K 
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A  =^  a 

B  =  ^  4  -h  é 
C  =  ctB  -\-  &A  -^  c 
D  =  uC  -^-  cB  -\-'  yA  -^  d 
E  =  aD  ^  qC  -^  yB  -h  S'A  -^  c 

Or  le  terme  général  ou  le  coefficient  de  la  puiffançe  ^',  fe 
trouve  eq  décompofant  la  fraction  propofée  çn  fratftions 
lïmples,  dont  les  dénominateurs  foient  les  fadleurs  du  déno- 
minateur I  —  cl\  — ^W  •»•  y^^  —  èCCi  comme  on  l'a  vu 
(  Chap,  Xill.  ) 

534.  Quant  à  la  forme  du  terme  général  ,  elle  dépend 
principalement  de  la  nature  des  facteurs  iimples  du  dénomi- 
nateur, fuivant  qu'ils  font  réels  ou  imaginaires  ,  inégaux  entre 
eux  ,  ou  égaux  deux  à  deux,  ou  en  plus  grand,  nombre. 
Pour  parcourir  ces  différents  cas  par  ordre,  (uppofons  d'a- 
bord que  tous  les  fa£leurs  fimples  du  dénominateur  foient 
réels  éc  inégaux  entr'eux.  Soient  donc  tous  les  facleurs  fim- 
ples du  dénominateur  (  i  — p^)  (  i  —  Ç  ^)  i  —  ^\)  {^  —  ^\) 
&c  ;  au   moyen  defquels   la  fraclion    propofée    puiffe   être 

décompofée  en  ces  autres  fradtions  fimples  — ;;;; —  -t*i 
-4- H ■+-    &CC.     Celles  -  ci    étant 

1   —  Il  1  —  ri  %  —  SI  ; 

connues  ,  le  terme  général  de  la  férié  récurrente  fera  = 
;j.n  (A/?"  -T-B^"  -h-  C  r"  -hD  s"  -+-  &CC.  )  que  nous  ferons 
=  P:^",  c'eft-à-dire  ,  que  P  fera  le  coefficient  de  la  puif- 
fance  :{  ",  &  ceux  des  puilîances  fuivantes  feront  Q,  R,  &c, 
de  manière  que  la  férié  récurrente  deviendra 
A  ^B^-^Ci'-h  Di'  •+- -}-P:^"H-Ç:jn  +  '   ^ 

.  335.  Suppofons  à  préfent  n  un  nombre  très-grand,  ou 
la  férié  récurrente  continuée  jufqu'à  un  très-grand  nombre 
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de  termes  ;  comme  les  pniiïances  des  nombres  inégaux  font 
elles-mêmes  d'autant  plus  inégales  ,  qu'elles  ibnt  plus  élevées, 
il  y  aura  une  iî  grande  différence  entre  les  puiffances  A  p"- , 
B^"j  C  /•",  que  celle,  qui  réfultera  du  plus  grand  des  nombres 
D,  ^,r,  Sec,  furpaffera  beaucoup  en  grandeur  les  autres,  Se 
que  celles-ci  deviendront  abfolument  nulles  à  l'égard  de  la 
première,  ii  /z  eft  un  nombre  infiniment  grand.  Les  nombres 
jt7,  ^  ,  r,  &:c ,  étant  donc  inégaux  entr'eux  ,  l'uppofons  p  le 
plus  grand  de  tous;  par  conféquect ,  fi  n  eft  un  nombre 
infini ,  on  aura  P  =  À/"  ;  mais  fi  n  eft  feulement  un  nombre 
très-grand  j   on  aura    à-peu-près  P ^=  Kp""'^  on   aura  pareil- 

lenient  (2  =iA/7"  +  ',   &  par  conféquent -^  =  p.  11   fuit 

dé-là  évidemment  que  ,  fi  la  férié  récurrente  efc  prolongée 
fuffifammeiît ,  le  coëfiîcient  de  chaque  terme  divifé  par  lè 
précédent ,  exprimera  la  valeur  approchée  de  la  plus  grande 
lettre  /. 

35^.  Donc,  fi  dans  la  fra^ftion   propofée 

(3  -4-  ^:(  4-  c^^  -t-   d7^^  H-  &c. 

I     a^     CtJ    yT^^    S-Ç    —    &:C. 

le  dénominateur  ne  renferme  que  des  facteurs  fimples  réel» 
inégaux  entr'eux,  la  férié  récurrente  qui  en  naîtra,  pourra 
faire  connoître  un  des  faâ:eurs  fimples,  favoir,  celui  i — /j^, 
dans  kquel  la  lettre  ^  a  la  plus  grande  valeur  de  toutes. 
On  ne  fait  point  entrer  ici  dans  le  calcul  les  coefficients 
a  ^b  ,c ,  d,  écc.  du  numérateur;  car  quels  qu'ils  {oient,  il 
en  réfultera  toujours  la  même  vraie  valeur  pour  la  plus 
grande  quantité  p.  A  la  vérité  ,  on  ne  tireroit  la  véritable 
valeur  de p^  que  lorfque  la  férié  auroit  été  prolongée  à  l'infini; 
cependant ,  fi  on  a  déjà  calculé  plufieurs  termes  de  cette 
fuite,  on  aura  la  valeur  de  ^  d'autant  plus  approchée  ,  que 
le  nombre  des  termes  fera  plus  grand ,  èc  que  cette  lettre  p 
furpaffera  en  grandeur  les  autres  ^,  r,.î,  ôtc.  Au  refte  ,  il 
eft  indifférent  que  cette   lettre  p  (bit  affedée  du  figne  -I- 

z  K  ij 


i^='-  '  ■ 
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ou  du  fitrne  —  ,  car  dans  les  deux  cas  ,  fes  puiiîances  au2- 
mentent  également. 

337.  li  eft  aflez  facile  à  préfent  de  voir  comment  fe  peut 
faire  l'application  de  ces  principes  à  la  recherche  des  racines 
d'une  équation  algébrique  quelconque.  En  efiet ,  les  facteurs 
du  dénominateur  i  —  a.  ^  —  C'^  ^  —  >:j'  —  S'-^'^  —  6cc.  étant 
connus,  on  aflignera  facilement  les  racines  de  cette  équation 

I  —«!{—?:("—>  ^'  —  <5^^'*—  &c.  =0, 
de  forte  que  fi  un  des  facteurs  eft  .1  —  p  -^^  une  des  racines 
de   cette    équation   fera    :{  =  — .   Puis   donc  que  la   férié 

récurrente  fait  connoître  le  plus  grand  nombre  /> ,  on  ob- 
tiendra en  même  temps  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
I  —  al  —  C:^*  —  5^'  —  ècc.  =  G  ;  ou   bien ,  fi  on  fait  ^ 

=  —  ,  pour  avoir  l'équation 

on  aura  ,  à  l'aide  de  la  même  méthode  ,  la  plus  grande 
racine  de  cette  dernière  équation  ,  favoir  x  =  p. 

338.  Soit  donc  propofée  cette  équation 

laquelle  ne  renferme  que  des  racines  réelles  &  inégales 
entr'elles ,  on  trouvera  de  la  manière  fuivante  la  plus  grande 
de  ces  racines.  Formons  des  coefficients  de  cette  équation 
la  fraction 

a  -^-  h  l  -i-    c  i'^    -i-<f?;'-i-   &C. 
I    —    ul    —     il-     -      yl^    —    êl'    —     6CC. 

&  de  cette  fradlion  ,  une  férié  récurrente  ^  en  prenant  à 
volonté  le  numérateur  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  en 
prenant  arbitrairement  les  premiers  termes  ;  de  manière 
qu'elle   foit 

la  fraction  —y-  donnera  la  v.aleur  de  la  plus  grande  racine  x 
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de  l'éciuation  d'autant  plus  approchée  ,  que  n  fera  un  plus 
grand  nombre. 

Exemple    L 

Soie  propofée  V  équation  xx  —  5X—  i  =0,  dont  il 
s  agit  de  trouver  la  plus  grande  racine. 

Formons   la  fraftion    ^  J  ^^  ^ , ^   i  en  prenant  pour  pre- 
miers termes  1,2,  nous  aurons  la  férié  récurrente 
I,   2,  7,  13,  76  ,   151  ,  «19,  2738  ,  &c. 

Donc  la  quantité  ^/7'/-  approchera  de  la  valeur  de  la  plus 
grande  racine  de  l'équation  propofée.  Or  la  valeur  de  cette 
fradion  exprimée  en  décimales  eft 

3>30i7744  _ 

tandis  que  la  plus  grande  racine  de  l'équation  =  -^ — —^  = 

3>  30^77  5  <î 
laquelle  furpaiïe  la  précédente  feulement  d'un  millionième. 
Remarquez  au  refte  que  les  fradions-ç-  font    alternative-    (^^j 
ment  plus  grandes  &  plus  petites  que  la  vraie  racine. 
Exemple     IL 

Soit  propofée  l'équation  3  x  —  4  x  ^  =  ~  ,  dont  les  racines 
repréfentent   les  finus  de    trois  arcs  ^  dont  les    triples    ont   un 

fnus    =  f . 

Ayant  ramené  l'équation  à  la  forme  0=1  —  <j.x  *  -h  8jc', 
cherchons-en  ,  pour  nous  en  tenir  aux  nombres  entiers ,  la 
plus   petite  racuie ,  de  manière  qu'il  ne  foit  pas  néceiïaire  de 

mettre  —  pour  x.  Formons  donc  en  conféquence  la  fradion 

î  ; 

a  -\-  b  X  -+-   c  X  X 


1  —  éx  *  -f-  8  x' 
&:  comme  les   trois  premiers  termes  font  à  notre    choix  , 
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nous  prendrons  0,0,  i ,  pour  rendre  ,  par  ce  moyen  ,  te 
calcul  plus  expéditit  ;  ce  qui  nous  donnera ,  en  omettant  les 
puillances  de  x,  parce  que  nous  n'avons  befoin  que  des 
coefficients ,  la  férié  récurrente  fuivante 

o;o;  i;6;3();2o8;i20o;  6912;  59808;  229248. 
La  valeur  approchée  de  la  plus  petite  racine  de  l'équation  fera 
donc  =     ^^  °  o  •  =    ^"  ■  =    0.1-716460  .     laquelle    confé- 

229248  1791  7     j  j     -r         7  "1 

quemment  devroic  être  le  fin  us  de  l'angle  de  1 0°;  mais ,  fuivant 
les  Tables,  ce  finus  eft  0,1736482;  quantité,  qui   furpaiïe 

la  racine  trouvée  auparavant   de — ■ — .  Au  refte  ,  cette 

A  lOOOOCOO 

même  racine  peut  fe  trouver  plus  facilement  en  faifanc 
X  =  x  y,  pour  avoir  l'équation  i  • —  3  Y  *  "+'  y'  =  °- 
Traitée  de  la  même  manière  que  la  précédente,  elle  donnera 
la  férié 

0,0,  I  ,3  ,  9,  2(î,75 ,  216,  6zi,  1791  ,  jr57,  6cc. 

On  aura  donc  pour  la  valeur  approchée  de  la  plus  petite 
racine  y  =  -j^  =  -^f^  =  o,3472949-  Donc  x  =  {y  =1 
0,1736479  ;  valeur  dix  fois  plus  approchée  que  la  précédente. 

Exemple    III. 

On  veut  connaître  la  plus  grande  racine  de  la  même  équa- 
tion propo/ée  0  =  1  —  6x*-+-  Sx'. 

Soit  x  =  -^  ;  on  aura  _y'  *• —  yy  H-  1=0.  On  trouvera 
ïa  plus  grande  racine  de  cette  équation  par  une  férié  ré- 
currente,  dont  l'échelle  de  relation  eft  o  j  3  , —  1,  d'où 
réfulte,  les  trois  premiers  termes  ayant  été  pris  à  volonté  , 
ia  férié 

I  ,  I  ,  I,  2,  2,  5,4,  13,7,  35,  S%  98,  —  II,  &c. 

Et  comme  on  arrive  à  des  termes  négatifs,  c'eft  une  preuve 
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que  la  plus  grande  racine  eft  négative;  en  effet  x  = — Jîn.  70° 
=  —  o,939(j9i<}.  Il  faut  donc  avoir  égard  à  cette  circonf- 
tance  dans  le  choix  des  premiers  termes ,  en  cette  manière  : 

I    —  2-4-4  —  7*+'i4   —  2.5+49  —  89  4-   172   — 

d'où  l'on  tire  y  =  j^  &  x    ~--    \--  =  —  Oj957»  valeur, 

qui  s'écarte  beaucoup  de  la  vérité. 

3^9.   La  rai  Ton  de   cette  différence   vient    fur-tout  de  ce 

que  les  racines  de  l'équation  propoféè  étant  Jzn.  \o\fin.  50*^, 

éc  —  fin.  70°,  les  deux  plus  grandes  difl^érent  fi  peu  l'une  de 

l'autre  ,     que    dans     les  puifTances  ,  jufqu'auxquelles   nous 

avons  continué  la  férié,   la  féconde  XACÏne fin.  50°  a  encore 

un  rapport  fenfible   avec  la  plus  grande  ,  oc  qu'elle  ne  dif- 

paroît  pas  à  l'égard  de  celle  ci.  Le  faut ,  que  nous  obfervons,  > 

vient  aulFi  de  ce  que  les  valeurs  trouvées  deviennent  alter-     v'"^/ 

nativement  trop  grandes  Se  trop  petites.   Ainfî,  en  prenant 

—   3i<J           j      •      .           —  15S             —  79 
V  = —  ,  X  devient  = '—  =  ^-^-  =  —  0,9 1 8. 

J  172    '  172  86  '-^ 

En  effet,  comme  les  puiffances  de  la  plus  grande  racine 
deviennent  alternativement  pofitives  ôc  négatives,  les  puif- 
fances de  la  féconde  racine  font  aufli  alrernativemenc 
ajoutées  &  retranchées  :  c'eft  pourquoi  j  pour  rendre  cette 
différence  infenfible  ,  on  doit  continuer  la  férié  beaucoup 
plus  loin. 

340.  Alais  on  peut  remédier  d'une  autre  manière  à  cet 
inconvénient,  en  transformant,  au  moyen  d'une  fubftitution 
convenable ,  l'équation  en  une  autre  ,  dont  les  racines  ne 
foient  pas  fi  voiflnes.  Par  exemple  ,  fi  dans  l'équation  o  = 
I  —  6  jc  -+-  Sx'  dont  les  racines  font  — fin.  70°  ,  -h  fin.  jo** 
-4-  fin.  10°,  on  fait  .x  =  y  —  i  ,  l'équation  o  =  8_y'  — 
i^yy  -4-  i8y — ^  i,  aura  pour  racines  i  — fim.-jO°\  i  -\-Jin.<^o°y 
I    -+-  fiin.    10";    &    par   conféquent     la  plus  petite  racine 


jp^ — 
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fera  i  • — fin.  70°,  tandis  qu'auparavant  celle-ci  y?/?.  70"  étoic 
la  plus  grande  de  l'équation  précédente  ;  &;  à  préfenc 
I  -H  fin.  50°  eft  la  racine  la  plus  grande  ,  lorfque  précé- 
demment la  racine  fin.  50°  étoit  la  moyenne,  Ainfi ,  une 
racine  quelconque  pourra  ,  par  le  moyen  d'une  fubftitucion  , 
devenir  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  d'une  nouvelle 
équation  ,  &  être  en  conféquence  déterminée  par  Sa  mé- 
thode que  nous  venons  de  donner.  De  plus  ,  comme  dans 
notre  exemple  la  racine  i  —  fin.  70°  eft  beaucoup  plus 
petite  que  les  deux  autres  ,  il  fera  facile  d'en  avoir  la  valeur 
approchée  par  une  férié  récurrente. 

Exemple    IV. 

Trouver  la  plus  petite  racine  de  l'équation  o  =  8  y  '  — • 
z4y  "  -\~  1  8  y  —  i  ,  qui  étant  fioufiraiic  de  l'unité  donnera 
pour  refle  le   finus  de    tanglc  de   70°. 

Soit  jy  :=  i :j  ,  pour  avoir  0  =  ^'  —  ^  W  ^"  9i[  —  i> 
dont  la  plus  petite  racine  fe  trouvera  par  une  férié  récur- 
rente ,  dont  l'échelle  de  relation  eft  9,  —  6 ,  -H  i  ,  &  la 
plus  grande  ,  en  prenant  l'échelle  de  relation  (î,  — 9,-h  i. 
Four  avoir  la  plus  petite,  formons  donc  cette  férié 

I,  I,  I»  4>  31»  M^>  ^i^^j  17593,  1458^1  i^c. 
nous   aurons   à-peu-près    :{   = -— ^^    =    0,120(31483   & 

y  =  0,0(3030741,  &C  fin.  70°  =  I  — y  =  0,93969258  j 
valeur  qui  ne  s'écarte  pas  de  la  vérité  ,  même  dans  le  der- 
nier chifiie.  On  comprend  donc  par-là  combien  il  peut  être 
avantageux  de  transformer,  par  une  fubftitution  convenable, 
une  équation,  pour  en  trouver  les  racines,  oc  que  par  ce 
moyen  la  méthode  que  nous  avons  expliquée,  ne  s'applique 
pas  feulement  à  la  recherche  des  plus  grandes  6c  des  plus 
petites  racines  ,  mais  qu'elle  peut  les  donner  toutes. 

341.  Ayant  donc  trouvé  par  approximation  une  racine 
quelconque  d'une  équation  pi-opofée  ,  de  manière  que  le 
nombre  k,  par  exemple  ,  diffère  çrès-peu  d'une  des  racines , 

nous 
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nous  ferons  x  —  k  =  y -,  ou  x  =y  -hky  èc  par  ce  moyen 
nous  aurons  une  équation,  dont  la  plus  petite  racine  fera  = 
X  — k;  èc  fi  nous  la  cherchons  par  une  férié  récurrente  ,  ce 
qui  fera  très-facile  ,  puifque  cette  racine  eft  beaucoup  plus 
petite  que  les  autres  ,  en  l'ajoutant  à  k  ,  nous  aurons  une 
des  vraies  racines  .v  de  l'équation  propofée.  L'ufage  de  ce 
procédé  ei\  Ci  général ,  qu'il  auroit  encore  lieu  ,  quand  même 
l'équation  contiendroit  des  racines  imaginaires. 

341.  On  ne  peut  fur-tout  fe  palTer  de  cet  artifice  pour 
trouver  une  racine,  lorfque  l'équation  en  renferme  une  autre 
égale  à  celle  qu'on  cherche  ,  mais  affeâiée  d'un  figne  contraire. 
Par  exemple  ,  fi  une  équation  dont  la  plus  grande  racine 
foit  p\  avoit  aufîi  —  p  pour  racine,  on  auroit  beau  continuer 
la  férié  ,  même  jufqu'à  l'infini,  on  n'en  pourroit  jamais  dé- 
duire cette  racine  />.  Propofons-nous  ,  pour  éclaircir  ce  que 
nous  avançons ,  l'équation  jc'  —  x^  —  5^-f-  5  =  0,  dont 
la  plus  grande  racine  efl:  i^y  ,  &  qui  a  en  même  temps  — y^J 
pour  racine  ;  Ci  nous  fuivons  la  méthode  que  nous  avons 
J3refcrite,  pour  trouver  la  plus  grande  racine  ,  ^  que  nous 
formions  une  férié  récurrente ,  dont  l'échelle  de  relation 
foit  I  ,  -H  5  ,  —  5  ,    nous  aurons  la  fuite 

I,  i,  3,8  >  13*38,63,  188,313,  938,  15^3,  &c. 
dans  laquelle  on  n'arrive  à  aucun  rapport  confiant.  Mais  il 
en  eft  autrement  du  rapport  des  termes  pris  alternativement,  (ss) 
&c  Cl  l'un  de  ces  termes  eft  divifé  par  le  précédent,  le 
quotient  exprimera  le  quarré  de  la  plus  grande  racine.  En 
effet,  on  a  à-peu-près  5  =  ^  =.  ^l^  =  JIL.  Ainfi  , 
toutes  les  fois  qu'en  prenant  feulement  les  termes  alterna- 
tifs, leur  rapport  tend  à  l'égalité  ,  on  obtient  la  valeur 
approchée  du  quarré  de  la  racine  cherchée.  Au  refte ,  la 
racine  x  =  1/^J  Ce  trouve  en  faifant  jc  =  y  -f-  2  ;  ce  qui 
donne  l'équation  i  —  3 y —  5  yjy  — y^  =0  ,  dont  la  plus 
petite  racine  fe  conclura  de  la  ferie 

1,1,1,9,33,145,^09^*585,   IC945»  ^c. 
EuLER,  IniroJuciion  a  [Anal,  infin.  Tome  I.  2  L 
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Car  elle  fera  à-peu-près  = -^^  =0,1361  ;  or  2,23(51  eft 
à-peu-près  =  i^Jy  qui  eft  la  plus  grande  racine  de  rëquation. 

343.  Quoique  le  numérateur  de  la  fraclion  qui  forme  la 
férié  récurrence ,  foie  arbitraire  ,  cependant  la  forme  qu'on 
lui>  donne  ,  peut  contribuer  beaucoup  à  trouver  plus  promp- 
tement  la  valeur  approchée  de  la  racu)e.  En  effet  3  ayant 
pris  ,  comme  ci-deiîus  (art.  334)  les  faifleurs  du  dénomi- 
nateur ;  foit  le  terme  général  de  la  férié  récurrente  =: 
l^i  Ap"  -h  B  q"  -h  Cr"  -\-  ècc.  )  ces  coefficients  A  ,  B,  C  , 
ik.Cy  ie  déterminent  par  le  numérateur  de  la  frad:ion  ;  par 
Gonféquent  il  peut  arriver  que  A  ait  une  valeur  grande  ou 
petite  ;  dans  le  premier  cas,  la  plus  grande  racine/»  fe  trouve 
plutôt,  èc  dans  le  fécond,  plus  tard;  on  peut  même  pren- 
dre un  numérateur  qui  faffe  difparoître  entièrement  A; 
alors  la  férié  ,  quoique  continuée  à  l'infini ,  ne  donnera  ja- 
mais la  plus  grande  racine  p.  Or  cela  arrive  ,  lorfque  le 
numérateur  qu'on  a  choifi ,  a  lui  même  pour  facleur,  i  — p:^ , 
car  alors  ce  fadleur  fortira  entièrement  de  l'expreiîion.  Par 
exemple ,  iî  on  propofe  l'équation  x'  —  6  x x  -i-  lox  —  3  =0, 
dont  la  plus  grande  racine  =  3, &  qu'on  en  forme  la  fradion 

1— .6î-i-ïOî'  —  3î' 
de  forte  que  l'échelle  de  relation  foit  6,  —  10  ,  -h  3  ,  on 
obtiendra  la  férié 

I  »  3  >  8,  21  3  55,    144,   377,  &c. 

dans  laquelle  le  rapport  de  deux  termes  n'approche  nulle- 
ment de  I  :  3.  La  raifon  en  eft  que  la  même  férié  pro- 
vient  de  la    fradion ^ ,    &    qu  elle   donne    par 

I   —  3î-^-ïï 

conféquent  la  plus  grande  racine  de  l'équation  x^  —  3  x  -h 
I    =  o. 

344.  Il  eft  encore  poffible  de  prendre  un  numérateur,  qui 
fafîè    connoître   par   la  lérie    récurrente  telle  racine  qu'on 


DANS    LA    RECHERCHE    DES    RACINES    DES    ÉqUAT.      i6j 

voudra  de  l'équation  ;  il  faut  pour  cela  que  le  numéiaceur 
f.it  le  produit  de  tous  les  facteurs  du  dénominateur  ,  ex- 
cepté celui ,  auquel  répond  la  racine  cherchée.  Ainfi  ,  en 
prenant  dans  le  premier  exemple  le  numérateur  i  —  3  ?  -^-  T  7  • 

la  fracliion  7 ^ ~  donnera  cette    férié  récur- 

rente  i  ,  3,  9 ,  27,  81  ,  Z43  ,  ôcc,  laquelle  formant  une 
progreffion  géométrique  donne  tout  de  fuite  la  racine  x  =  3  ; 

car  cette  fraction  eft  égale  à  cette  fraction  lîmple • 

Il  fuit  de-là  que  fi  les  premiers  termes  qu'on  peut  prendre 
à  volonté  ,  font  tels  qu'ils  forment  une  progreffion  géomé- 
trique ,  dont  l'expofant  foit  égal  à  une  racine  de  l'équa- 
tion ,  toute  la  férié  récurrente  fera  géométrique ,  Se  don- 
nera par  conféquent  cette  racine,  quoiqu'elle  ne  foit  ni  la 
plus  grande  ni  la  plus  petite. 

345.  Ainfi,  pour  n'être  pas  expofés  ,  lorfque  nous  cher- 
chons la  plus  grande  ou  la  plus  petite  racine  ,  à  trouver 
contre  notre  attente,  une  autre  racine  par  la  férié  récur- 
rente ,  il  faut  choifir  un  numérateur  qui  n'ait  aucun  facteur 
commun  avec  le  dénominateur  ;  ce  qui  fe  fera ,  en  prenant 
l'unité  pour  numérateur.  Donc  le  premier  terme  de  la 
férié  fera  =  i  ,  &  avec  celui-là,  on  déterminera  tous  les 
autres ,  d'après  l'échelle  de  relation.  De  cette  manière  on 
fera  toujours  sûr  de  trouver  la  racine  de  l'équation  ,  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  ,  félon  qu'on  le  defire.  Ainfi  , 
s'étant  propofé  l'équation  y'*  —  3^"+-  i=P,  dont  on 
veut  connoître  la  plus  grande  racine,  au  moyen  de  l'échelle 
de  relation  0,^-3,  —  i  ,  on  formera  ,  en  commençant 
par  l'unité  j  la  férié  récurrente  fuivante 

I  —  0-H3  —  1-+-9  —  6-f-i8  —  iy-H^o  —  109  +197  — 
417  -+-  1000 —  1548  -f-  3417  —  5644  -H  &c. 

laquelle  tend  manifeftement  à  un  rapport  confiant ,  &  fait 
▼oir  que  la  plus  grande  racine  y  eft  négative ,  &  qu'elle  eft 

2  L  ij 
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a-peu-pres  y  = =  —   1,651741  ,    tandis   quelle 

dévoie  être  =  —  1,8(^793852.  On  a  vu  auparavant  la 
raifon  pour  laquelle  on  arrive  fi  lentement  à  la  vraie  valeur, 
c'efb  que  l'autre  racine  n'eft  pas  beaucoup  moindre  que  la 
plus  grande,  &c  que  d'ailleurs  elle  ei\  poiitive. 

34^.  Après  avoir  bien  examiné  ce  eue  nous  avons  dit  en 
général  ,  &  à  l'occafion  des  exemples  que  nous  avons  rap- 
portés ,  on  reconnoîtra  lans  peine  la  grande  utilité  de 
cette  méthode  pour  trouver  les  racines  des  équations.  Nous 
avons  fuffifamment  indiqué  les  moyens  qui  peuvent  abréger 
les  opérations,  &L  les  rendre  plus  faciles,  de  forte  que  nous 
n'aurions  rien  à  ajouter,  s'il  ne  reftoit  à  examiner  les  cas, 
où  l'équation  a  des  racines  égales  ou  imaginaires.  Suppofons 
donc  que  le  dénominateur  de  la  fraction 

a   •+■    i^-4-   Cl'-    ■+•    di^   -f-    &c. 
I   —  al    —    ^ï'  —  vî'  —  êl^  —  &C. 

renferme  le  fadeur  (  i  — /  ?)  '  »  outre  les  autres  facteurs 
I  —  q-^^  I  —  r^ ,  ècc.  Le  terme  général  de  la  férié  qui  en  pro- 
viendra, fera  donc  =  :("[  n-t- i)  A/»"-*-  B/?" -4-  C^"-h&c3. 
Pour  favoir  quelle  valeur  en  réfultera  ,  lorfque  n  eft  un 
nombre  très-grand,  difbinguons  deux  cas,  celui  où  ^  eft  un 
nombre  plus  grand  que  les  autres  q ,  r,  &c_,  ôc  celui  où^  ne 
donne  pas  la  plus  grande  racine.  Dans  le  premier  cas,  où ^ eft 
la  racine  la  plus  grande,  à  caufe  du  coefficient  (  /z  -f-  i  ) ,  les 
autres  termes  B^  "  -4-  C  ^"  &c,  ne  s'évanouiront  pas  à  l'égard 
du  premier,  auilî-tôt  qu'auparavant;  &  fi  ^  eft>/7,  le  terme 
{it)  {n  -\-  i)kp"  ne  difparoîtra  que  tard  devant  C  q" ,  ti.  par 
conféquent ,  on  aura  beaucoup  plus  de  peine  à  trouver  la 
plus  grande  racine. 

Exemple    I. 

Soit  propoféc  l'équation  x  '  —  3XX-h4=o,  dans  la- 
quelle la  plus  grande  raciite  %fe  trouve  deux  jais. 

Cherchons  doric  la  plias  grande  racine  fuivant  la  méthode 
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que  nous  avons  expofée  ci  delTus ,  en  développant  la  fradion 


I   —  3  ^   *  4  :j  ' 

en  une  férie  récurrente  ;  qui  fera 

ij.  3,  9,  ^3.  57»  ï35>3i3  »7^,'  ^5i?3  »  ^c- 
Jl  eft  vilîble  que  chaque  terme  divifé  par  le  précédent , 
donne  un  quotient  plus  grand  que  deux.  La  railon  s'en 
déduit  très-facilement  du  terme  général  ;  car  en  rejettant  les 
puiiTances  C^",  &:c ,  on  aura  le  terme  correfpondant  à  la 
puillance  :{",  =  (/z-4- i  )  A/>'''  H-  B/7",  de  le  fuivant  = 
(«  -h  2.  )A/>"  -*-  '    •+•    Bp  "  -^' ,   lequel   étant  divifé    par  Ig 

premier  ,  donne  7":Tr  ^  a — n' P  >  />   "  moms   que    n  ne 
foit  infini. 

Exemple    II. 

Son  propofée  maintenant  l'équation  x'  —  x  x  —  5  >;  —  3  =0, 
dont    la   plus   grande  racine  =  3  ,    à   les  deux  autres  égales 

Cherchons  la  plus  grande  racine  par  le  moyen  d'une  férfe 
récurrente ,  dont  l'échelle  de  relation  eft  i  -i-  5  -+-  3  ;  ce 
(jui    donne 

I  ,   I  ,  6,  14,  47  ,  135  ,  412,    1228  ,  &c. 

On  trouve  alTez-tôt  la  valeur  3  ,  parce  que  les  puiflances 
de  la  plus  grande  racine  —  i  ,  quoique  multipliées  par 
(  /z  ,4-  I  )  difparoiiïent  de  bonne  heure  auprès  des  puil- 
fances  de  3. 

Exemple    III. 

Mais  3  fi  onfe  propofoit  l'équation  x'-+-xx  —  8x  —  12  =  0^ 
dont  les  racines  font  3,  —  2,  —  2;  on  trouvera  beaucoup 
plus  tard  la  plus  grande  racine.  En  effet ,  on  aura  la  férie 

I  ,—  i»9»  —  5>^5>3»457>347»  3345^4915  '  ^c- 
qu'on  devroit  continuer  encore  bien  au-delà  ,  avant  de  s'ap- 
percevoir  que  la  racine  qui  doit  en  réfulter,  =l.-  3. 
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547.  Semblablement,  s'il  y  a  dans  l'équation  trois  faileurs 
co-aux,  de  forte  qu'un  facteur  du  dénominateur  foit  (i — p\^^i 
àc  les  autres   i  —  qi,  i  —  r^,  ôcc  ,  le  terme  général  de  la 

fériefera=:("(^-^4^^^-^-^^t±lA/.''  -+-  («-hOB/,"    -+- 

Cf^-^-Dq"  -h  Cr"-H&cY  Donc  fi  p  eft  la  plus  grande 

racine,  &  que  n  foit  un  nombre  afTez  grand,  pour  que  les 
puillances  ^",  r",  &c  ,  difparoiflent  devant /?",  alors  la  férié 
récurrente  donnera  la  racine  = 

I  ( «  +  2)  (n  ■+-  3  )  A-f-Çn  +  2)B  +  C 
~~fln  -4-  i)(  n  -h  i)A-hin  -h  i)B    +  c  ^  ' 

qui  n'indiquera  la  vraie  racine  de  p  ,  que  lorfque  n  fera  un 
nombre  très-grand  &  prefque  infini.  Or   cette  valeur  de  la 

(n  -t-  2)A  -f-  B       

racine  =p-+-  ^  ^  „  ^_  ij  („_^.  a)A  -h  («-m  )  B  -+-  C  ^' 

Mais ,  fi  p  n'eft  pas  la  racine  la  plus  grande ,  on  éprouvera 
beaucoup  plus  d'embarras  à  la  trouver ,  d'où  il  fuit  que  les 
équations ,  qui  renferment  des  racines  égales ,  fe  réfolvent 
par  les  fériés  récurrentes ,  en  fuivant  cette  méthode  beau- 
coup plus  difficilement  ,  que  fi  toutes  les  racines  étoienc 
inégales  entr'elles. 

348.  Examinons  maintenant  la  nature  d'une  férié  récur- 
rente continuée  à  l'infini ,  lorfque  !e  dénominateur  de  la 
fraction  contient  des  faifleurs  imaginaires.  Soit  donc  la 
fraction 

a  -t-   bi  -i-  ei*  -i-  d^i  -i-  Sec. 

I   —  «ï  —  ?ï'  ~  y^î  _  <r^4  _  6cc. 

dont  le  dénominateur  ait  pour  fadleurs  réels,  i  — ^:j",  i  — rr^ 
&c,  &  de  plus  le  faéleur  trinôme  i  —  xp\cof.  p  -^ppw^ 
qui  renferme  deux  fa6leurs  fimples  imaginaires.  Donc  ,  fi  la 
iérie  récurrente,  qui  réfulte  de  cette  fra£tion  ,  efl: 

on  aura  ,  fuivant  ce  que  nou^  avons  expofé  plus  haut ,  le 


à 
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ffiJ^f            A.JIn.  (  n-+-  i){p -j-B.fin,  n<p         „         /^      „  x^ 

cienc  F  =  — - — i~-^- -'' t_r_-' ^  /j"-4-C^"-4-Dr''-i- 

&c.  Donc,  Cl  le  nombre  /?  eft  plus  petit  que  chacun  des 
autres,  ^^  /-,  6cc,  de  maniera  que  la  plus  grande  racine  de 
l'équation 

x'"  —  tf^"»-'  — ex""-*  —  yx"'--'^  — &:c.  =  0 

ioit  réelle,  elle  fe  trouvera  par  les  ferles  récurrentes ,  comme 
il  aucune   racine  n'étoit  imaginaire. 

349.  Donc  l'exiftence  des  racines  imaginaires  n'empêchera 

i joint  de  trouver  la  plus  grande  racine  réelle,  pourvu  eue 
e  produit  des  deux  d'entr'eîles ,  qui  compolent  un  facteur 
réel,  ne  foit  pas  plus  grand  que  le  quarré  de  la  plus  grande 
racine.  Mais,  il  le  produit  de  deux  de  ces  racines  miagi-  c^^\ 
naires  égale  ou  lurpalFe  le  quarré  de  la  plus  grande  racine 
réelle  ,  alors  la  méthode  précédente  n'apprendra  rien  , 
puifque  la  puillance/?"  ne  difparoît  jamiais  devant  une  puif- 
lance  lemblable  de  la  plus  grande  racine,  quoique  la  lerie 
foit  prolongée  à  l'infini.  Pour  plus  d'éclairciflement ,  nous 
avons  jugé  à  propos  de  donner  quelques  exemples. 

EXEMPLE      L 

Soit  propofée  l'équation   x'  —  2X  —  4  =  0,  dont  il  s'agit 
de  trouver  la  plus  grande  racine. 

Cette  équation  fe  décompofe  en  deux  facfteurs 
(x — 2)  (jc*-4-2x-4-2);  ce  qui  nous  apprend  qu'elle  a 
une  racine  réelle  2  &  deu:<  autres  imaginaires  ,  dont  le 
produit  2  eft  moindre  que  le  quarré  de  la  racine  réelle.  La 
racine  réelle  pourra  donc  fe  trouver  en  fuivant  la  même 
marche  qu'auparavant.  Formons  en  conféquence  une  férié 
récurrente  avec  l'échelle  de  relation  o ,  -\-  2,^-4,  elle  fera 

I  »0»  i,4j4>  i^ï  ^4  5  4^5  "^5  19^,41'^»  832  ,  &c. 
d'où  l'on  peut  conclure  aflez  facilement  la  racine  réelle  1. 
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Exemple    II. 

Soit  propofée  l'équation  x'  —  4xx-4-8x  —  8=0,  dont 
une  racine  réelle  efl  x  yù  le  produit  des  deux  i?naginaires  ■=  ^  y 
0  efi  par  conféquent  égal  au  quarré  de  la  racine  réelle  2. 

Cherchons  donc  cette  racine  par  une  férié  récurrence,  & 
pour  plus  de  facilité  ,  faifons  jc  =  2^  ,  afin  d'avoir  y  '  — 
2  yy  _j-  2  y —  I  =0;  ce  qui  donnera  la  férié  récurrente 

I,  2, a,  I  ,0,0,1,2,2,  1,0,0,1,2,2,  I,  6cc. 
Comme  les  mêmes  termes  reviennent  continuellement ,  on 
n'en  peut  rien  conclure  ,  finon  ou  que  la  plus  grande  racine 
n'eu  pas  réelle,  ou  qu'il  y  a  des  imaginaires  dont  le  produit 
égale  ou  furpaiïe  le  quarré  de  la  racine  réelle. 

Exemple    III. 

Soit  encore  propofée  l'équation  x'  —  3X*'-f-4x  —  2=0, 
dont  la  racine  réelle  efi  i  ,ù  le  produit  des  imaginaires  =  2 . 

Formons  donc  avec  l'échelle  de  relation  3,  —  4,  -h  2, 
la  férié 

I,  3,5>5>î>— 7»—  15»— i5>i>33>^5>^5>i5^c. 
Comme  les  termes  y  font  tantôt  pofîtifs  ,  &  tantôt  négatifs  , 
on  n'en  pourra  nullement  déduire  la  racine  réelle  i.  Mais  ces 
retours  fucccHifs  de  fignes  apprennent  toujours  ,  que  la  racine 
que  dévoie  donner  la  férié  ,  eft  imaginaire  ;  car  ici  les 
racines  imaginaires  font  plus  grandes  en  puifTance  que  la 
racine  réelle    i. 

350.  Suppofons  donc  dans  la  fra£lion  générale  le  produit^^ 
de  deux  racines  imaginaires  plus  grand  que  le  quarré  d'au- 
cune racine  réelle  ,  de  manière  que  les  autres  puiflances 
q  ",  r",  bec ,  difparoiiïenc  à  l'égard  de  /?  " ,  fi  /z  eft  un  nombre 
infini.  Dans  ce  cas ,    P  deviendra  = 

h  fin{n-hi)(p-\-B.fin.nÇ     „  ^  q  __  A.//;.(/i-T- 2)1?) -4-B./«.(n-H)<?        ^  , 
/In.  Q  r  Vl  yS7,  ç  r  > 
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&  par  conlequent  -5-  =  — 'r-r~r         ^ 4.  /^-— ^—   P- 

Cette  expreffion  n'aura  jamais  une  valeur  confiante,  quoique 
n  foie  un  nombre  infini  ;  car  les  fînus  des  angles  varient 
continuellement,  de  forte  qu'ils  font  tantôt  pofîtifs  &:  tantôt 
négatifs. 

351.  Cependant,  fi  on  prend  de  même  les  fradions  fui- 
vantes—  ,  -^,  &:  qu'on  élimine  A  &;  B,  le  nombre  n. 
fortira  en  même  temps  du  calcul.  En  efîet ,  on  trouvera 
P pp    -h    R   =  1  Qp.cof.  f,  &   par  conféquent  cof.  ip  = 

Ppp-^R  ■  J  A  z'  Opp-\-S 

— !-!—rr ^  :  mais  on  aura  de  même  cof.  a  =■  ■  ^'^„- —  :  &  en 

z  Q,  p  ■'     ^  2  Rp         > 

comparant  ces  deux  valeurs ,  on  trouvera  p  =  v^ ~  ^^. 

QR-PS  QQ-PR 

^  cof.9  =  tt^qT^  pr^  (R^^^^qJT  •  -^""^  '  ^'  ^^  ^^"c 
récurrente  a  été  afTez  prolongée ,  pour  que  les  puifTances 
des  autres  racines  s'évanouifTent  à  l'égard  de  /7",  on  pourra 
trouver  de  cette  manière  le  facteur  trinôme  i  —  2.  p  ^  cof.tp-J^' 
PPW- 

352.  Comme  ce  calcul  pourroit  embarrafTer  les  Com- 
mençans ,  je  vais  le  faire  ici  tout  au  long.  De  la  valeur  trouvée 

de  -^, on  conclura  A.P/'y?/z.(;z -4- z)'P-f-B.P/jyF//.(/z-hi)ç,  = 

A.  Ç  jîn.  (;z  -f-  I  )(p  -h  B.  Ç  fin.  n  ^.   Donc  -^  = 

-p  y  /   ^   \^      nr  f — r■^-^ •  ^^'^  ^^   iTieme    raifon  ,    on 

deux  valeurs  ,  on  aura 

o  =  Q  Q  P  /"•"  "P  /"•(«-+-  3 )<P  --  Q  R  ^n.  n  <p  fin.  (  n  -i-  2)(p  — 
PQppJIn.  (n  ^  l)(pfin.{n  +  ^)(p  —  QQp  fin.  (n  +  i)(p  fin.(n -h  2)  ç  + 
QRJIn.(n   -h  i)ç  fin.(n+    i)(p     4-     PQ  ppfen.  {n -^  1)  q,  fm.  {ri  ^  2  )  <p.' 

Mais ,  comme  fm.  afin,  b  =  \coJ.{a—b)-^  \cof.{a'\-  b  ),ott 
EuLER  j  Introduclion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.        2  M 
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aura  o^\  QQp{cof.i  (p  —  cof.  ;»]  -^  ~  Q  R{  i  —  co/.  19) 
"♦-  7  ^  QfP  C  ^  —  ^^f-  ^  «>  )  >  ^  en  divifant  par  ^  Ç , 
{Ppp  -^  R)  {\~-cof.i(f)  =.  Qp{cof.(?  —  coj:  }^).  Mais 
<ro/?9  =  cof  1  ç,  cof.  if  -\-fin.  i  <?  fin.  <?,  &  cof.  };(,==  cof.  1  <p  cof.(f 
— fin.  1  pfin.  9  ,  èc  partant  cofi.  <?  —  cof.  }  9  =  1  fim.  x  a, fin.  (f 
==    4 fin.  9  *    cofi.  9    &    I  ■ —    cofi.  19=2  fin.   «p*.    Donc 

Ppp  -4-  iJ  =    zQp  cofiç   de   cofi<p  =.  ~/q^-~.  &  de 

même   cof.  ç  =  ---^  p  "^ — ,   d'où    l'on  déduit    les  valeurs 

indiquées     ci  -  deflus  ,   favoir    :    ^    =   j/    o  ni.  p  r      ^ 
^ QR  —  PS 

353.  Si  le  dominateur  de  la  frad:ion  qui  forme  la  férié 
récurrente  ,  renferme  plufieurs  fadleurs  trniomes  égaux 
encr'eux  ,  on  voit  par  la  forme  générale  que  nous  avons 
donnée  auparavant  que  la  recherche  àes  racines  devient 
beaucoup  plus  incertaine.  Cependant  ,  fi  on  a  déjà  une 
valeur  approchée  d'une  racine  réelle  quelconque  ,  en  trans- 
formant l'équation  ,  on  obtiendra  toujours  une  valeur  de  la 
même  racine  beaucoup  plus  approchée.  Il  faudra  faire  x  égale 
à  la  valeur  déjà  trouvée,  -+- y ,  6c  chercher  pour  y  la  plus 
petite  racine  de  la  nouvelle  équation ,  laquelle  ajoutée  à  la 
première,  donnera  la  vraie  valeur  de  x. 

Exemple. 

Soit  propofiee  l'équation  x'  —  3xx-+-  5X  —  4  =  0,  dont 
on  fiait  qu'une  des  racines  efi  a-peuprès  =  i  ,  puifiquen  fiai- 
fant^=  i,il  en  réfiulte  l' équation  x'—  3XX-I-5X  — 4  =  —  i. 

Soit  X  ^  \  -4-y,  léquation  deviendra  i  —  ly  —  _y'  =  o, 
&  pour  trouver  la  plus  petite  racine  ,  formons  une  férié 
récurrente  dont  l'échelle  de  relation  foit  z,o,  H-  i^  &: 
qui  fera 
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1,2,4,9,  iû,44,  97,  ^H^  47^^  ï°4i,  225)6,  ôcc. 
Par  conféquenc   la  plus  petite  racine  dey  fera  à  -  peu -près 
-^^=0,453397;  c^e  forte  que  x=   1,453397,  valeur, 
qu'il  feroit  bien  difficile  d'avoir  plus  approchée  par  une  autre 
méthode. 

354.  Si  une  férié  récurrente  quelconque  devient  à  la  fin 
à  très-peu  de  chofe  près  une  progreffion  géométrique  ,  alors 
la  loi  de  la  progreffion  fera  connoître  facilement  l'équation  , 
qui  aura  pour  racine  le  quotient ,  qui  rélulte  de  la  divilîoa 
d'un  terme  par  celui  qui  précède.  Soient 

p,  ç,  i?,  j,  r,  &c. 

des  termes  de  la  férié  récurrente  déjà  très-éloignés  de  l'ori- 
gine, tels  qu'ils  fe  confondent  avec  une  progreffion  géomé- 
trique ,  &  foit  T  =  a.S-{-CR-\-yQ-hê'P^  ou,  foit 
l'échelle   de  relation,  «,  C,y,  S.  Suppofons  la  valeur  de  la 

0  R  S  T 

fradion  -y-  =  x  ,  on  aura  —p-  =  x  x-,  ~  ■==  x^  Se  -p-  =  x\ 

Ces  quantités  fubftituées  dans  l'équation  précédente  donneront 

X*  =  aX^  H-^x*  -4-  y  X  -^  s- 

d'où  il  fuit  que  le  quotient  ~  donne  une  racine  de  l'équa- 
tion trouvée.  C'eft  ce  que  nous  indique  la  méthode  précé- 
dente ,  en  même  temps  qu'elle  nous  apprend  que  -^ 
exprime  la  plus  grande  racine  de  l'équation. 

355.  Cette  méthode  peut  encore  être  employée  quelquefois 
utilement,  pour  trouver  des  racines  d'une  équation,  dont  le 
nombre  de  termes  eft  infini.  Pour  en  donner  un  exemple , 
foit  propofée  l'équation  ^  =  7 % 1 f-  &Cc 

'       '  *  *•  6  lîo  5040  ' 

dont  la  plus  petite  racine  ^  exprime  un  arc  de  30°,  ou  le 
fixieme  de  la  demi-circonférence  d'un  cercle. 


1 


M 


ij 
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Ramenons  donc  réquation  à  cette  forme 

13  60  2520 

formons-en  une  férié  récurrente,  dont  l'échelle  de  relatioB 
eft  infinie ,  favoir 

1,0, ,0  y-+-  -y—  ,  o  ,  —  ,  o  &c. 

'     '  3  60  2520 

Cette  férié  récurrente  fera 

23    44    1(^8 1    Î408  . 
1,2,4,  — ^ ,  ,  —7 >  txC. 

3     3      60'    45 

/^         »,         V         1681  .  45      1681  .  3 

On    aura  donc  a-peu-pres    ^    =   ,^^8  .  60    =  '2408.4   = 

-^""^^-  =  0,52356.  Mais  par  le  rapport  connu  delà  circon- 
9632  Tj-'j  I  11 

férence  au  diamètre  ,  on  devroit  avoir  :^  =  0,523598  ;  de 
manière  que  la  racine  trouvée  diffère  de  la  véritable  feule- 
ment de  — ^ —  •  Au  refte,  on  a  pu  faire  ufaee   de  la  mé- 

1 00000  ^  *=' 

thode  dans  cette  équation  ,  parce  que  toutes  fes  racines 
font  réelles  ,  &  que  les  autres  ne  laiflent  pas  de  différer 
de  la  plus  petite.  Mais  comme  cette  condition  a  rarement 
lieu  dans  les  équations  infinies  ,  il  y  aura  peu  de  cas ,  0« 
cette  méthode  puiffe  être  employée  pour  les  réfoudre. 
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CHAPITRE      XVIII. 
Des  Fractions  continues. 

556.  Après  avoir  traité  aiïez  au  long  dans  les  Chapitres 
précédents  des  fériés  infinies,  &  des  produits  compofés  de 
Fa(£leurs  infinis,  il  convient  de  dire  un  mot  d'une  troifieme 
efpece  de  formules  infinies ,  que  donnent  les  divifions  ou 
{TzùÀons  continues.  Car  quoique  cette  partie  ait  été  peu 
cultivée  jufqu'à  préfent ,  je  ne  doute  pas  que  l'ufage  n'en 
devienne  très-grand  dans  l'analyfe  infiniréfimale.  Quelques 
eiïais  que  j'en  ai  fairs  m'autorifent  à  le  croire.  Cette  théorie 
ne  laiiïera  pas  d'être  particulièrement  d'un  aiïez  grand  fecours 
pour  l'Arithmétique  &  l'Algèbre  ordinaire  ;  c'eft  ce  que  je 
me  propofe  d'expofer  &  d'expliquer  en  peu  de  mots  dans 
ce  Chapitre. 

357,  J'appelle  fraction  continue  une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur eft  compofé  d'un  nombre  entier  joint  à  une  fradion, 
qui  a  elle-même  pour  dénominateur  un  entier  &  une  fra(flion 
formée  de  la  même  manière  que  les  précédentes,  ainfi  de 
fuite,  foit  qu'il  y  ait  un  nombre  infini  de  fradions,  foit 
qu'il   n'y  en  ait  qu'un  nombre  fini. 

Telles    font  les  exprefîions  fuivantes  : 


*  +  -7 1  ou    "  -t-  -7 — -  J_ 

f  H ; I  CH -7—    S- 

d -\ J d-^ _f 

'  "*"  /-J-&C.  '  ■*■  /-♦-  &c. 


Dans    la  première  ,  les  numérateurs  de  toutes  les  fractions 
font  l'unité  i  c'eft  celle  que  nous  confidérerons  principale- 
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ment;  Se  dans  la  féconde,  les  numérateurs  font  des  nombres 

quelconques. 

358.  Après  avoir  ainfî  donné  la  forme  des  fra<£lions 
continues  ,  voyons  d'abord  comment  on  peut  obtenir  leur 
valeur  fous  la  forme  ordinaire.  Pour  faciliter  cette  recherche, 
allons ,  par  degrés  ,  Se  interrompons  la  fuite  :  d'abord  à  la 
première  ,  enfuite  à  la  féconde  ,  puis  à  la  croifieme  fradion  ; 
cela  pofé ,  il  eft  clair  qu'on  aura 


a-t-  —  =  


*-h 


abc+a  ■+■  c 
ic+  i 


ibcd-+-ab  -h  dd-i-cd-i-  i 
bc  d  -h  b  -h  d 


^^  — I  abcde  ^i- a  be-{- adchcde-habc -h  d  +  e'-^e 


'■    "*"     d^— bcde  -j-be  -hde  +  bc-hi 

e 

&C. 

359.  Quoique  dans  ces  fra(£lions  ordinaires,  on  ne  re- 
connoifTe  pas  facilement  la  loi  fuivant  laquelle  le  numérateur 
&;  le  dénominateur  font  compofés  des  lettres  a ,  b  ^c  ^d,  &c. 
cependant,  avec  un  peu  d'attention,  on  pourra  découvrir 
comment  chaque  fraction  dérive  des  précédentes.  En  effet , 
chaque  numérateur  eft  la  fomme  du  dernier  numérateur 
multiplié  par  une  nouvelle  lettre  ,  6c  de  1  avant -dernier 
numérateur  fimple  ;  &  la  même  loi  s'obferve  pour  les  déno- 
minateurs. Ayant  donc  écrit  par  ordre  les  lettres  a^b^c^d,  6i.c. 


CONTINUES.  i-j^ 

on  en  formera  facilement  les  fraûions ,  de  cette  manière  : 
a       b  c  d  c 

1         a        ab-i- 1        tibc-ha  +  c   ^     abcd-i-ab-had-^cd-t-i 
~'  T'         b        '        Je -h  I        '  bcd'^  b-+-  d 

Chaque  numérateur  fe  trouve  en  multipliant  le  dernier 
par  la  lettre  qui  eft  écrite  au  -  deflus  de  celui  -  ci ,  iic  en 
ajoutant  au  produit  lavant-dernier.  Il  en  eft  de  même  des 
dénominateurs  \  mais  pour  qu'il  n'y  air  pas  d'interruption 
dans  la  loi  ,  j'ai  écrit  à  la  tête  la  fradion  ^ ,  qui  ,  quoiqu'elle 
ne  dérive  pas  de  la  fraction  continue  ,  eft  propre  pourtant  à 
rendre  plus  fenfible  la  loi  de  la  progreflion.  Au  refte, "chaque 
fraction  exprime  la  valeur  delà  traction  continue  en  (uppolanc 
qu'elle  ait  été  continuée  inclufivemenc  jufqu'à  la  lettre  écrite 
au-delTus  du  terme  qui  précède. 

360.  On  obtiendra  femblablement  pour  l'autre  formule  des 
fractions  continues  ,  favoir  : 

*  -i--T —    ^ 

d    -h   _• 

'    "^    /    -H  &C. 

hs    réfultats   fuivants ,  félon  le  nombre  de  terflies  <ju'on 
prendra , 


*  -4- 


b 


b  b 

bc  -i-  e~~ 


abcd  +  Cad  -h  *td  -^yab  -^  tiy 


b    -t-  -— 7  JL_  bcd-^Zd-^  yb 

"^    d 

Chacu-ne    de   ces  frad;ions  fe  trouvera  au  moyen  des  deux 
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précédentes  ,  comme  on  le  voit  ici  : 
abc  d  e 

I  a  ah -h  a  abc+Sa-^xC        ab  cd  +  Sad -i-acd -i- yab -{■  ay 


bc  -i-  S  bcd  -ir  Qd-\-  yb 


y 


3(îi.   Pour  former    ces  fraftions  ,    écrivez  au-deiïus  les 
indices  a,  b ^  c ^  d,  dcc.  écrivez  encore  la  première  fradion-i, 

èc  la  féconde  —  ;  vous  aurez  alors  chacune  des  fuivantes  en 
multipliant  le  numérateur  de  la  dernière  par  l'indice  fupé- 
rieur ,  èc  celui  de  l'avant- dernière  p-ar  Tindice  inférieur 
correlpondant  ;  la  fomme  de  ces  produits  fera  le  numérateur 
de  la  fracSbion  demandée.  De  même  le  dénominateur  fera 
formé  du  produit  du  dénominateur  précédent  par  l'indice 
fupérieur,  &  de  celui  de  l'avant-dernier  par  l'indice  infé- 
rieur ;  &  chaque  fradlion  trouvée  de  cette  manière  donnera 
la  valeur  de  la  fraélicni  continue ,  en  fuppofant  qu'on  l'ait 
continuée  inclufivement  jufqu'au  dénominateur  qui  eft  écrit 
au-deiïus  de  la  fradion  précédente. 

362.  Donc,  fi  l'on  pourfuit  la  formation  de  ces  fradlions 
jufqu'à  ce  que  la  fradlion  continue  ne  fournifle  plus  d'indices, 
la  dernière  fra£bion ,  qu'on  obtiendra,  donnera  la  vraie 
valeur  de  la  fraction  continue.  Les  frailions  précédentes  ap- 
procheront déplus  en  plus  de  cette  valeur,  &  donneront  par 
conféquent  une  approximation  très-fuffifante.  En  effets 
fuppofons   la  vraie  valeur  de  la  fradlion  continue 


b   H y 


d    H ^ 

e    -*-   Sec. 


Il  eft  évident  que  la  première  fraction  j  eft  plus  grande  que 
x;  mais  la  féconde  —  fera  plus  petite  j  la  troilîeme  a -H -|- 

fera 
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fera  de  nouveau  plus  grande,  Se  la  quatrième  plus  petite; 
ainll ,  ces  fraclions  feront  alternativement  plus  grandes  & 
plus  petites  que  x.  Au  refte ,  il  elT:  clair  que  chaque  fraction 
approche  plus  près  de  la  vraie  valeur  de  x,  qu'aucune  des  (vv) 
précédentes  ;  d'où  il  fuit  qu'on  peut ,  de  cette  manière  , 
avoir  facilement  &;  promptement  la  valeur  approchée  dex, 
quand  même  la  fraction  continue  feroit  prolongée  à  l'infini , 
pourvu  que  les  numérateurs  a,  S,  y,  <r,  &;c ,  ne  croifTent 
pas  trop  ;  mais  fi  tous  les  numérateurs  égalent  l'unité  ,  l'ap- 
proximation ne  peut  manquer   d'avoir  lieu. 

3<>3.  Pour  faire  mieux  fentir  commicnt  on  approche  de 
la  vraie  valeur  de  la  fraction  continue ,  prenons  les  difle- 
rences  des  fractions  trouvées  ci-dellus. D'abord,  en  négligeant 
la  première  ■-  ,  la  différence  entre  la  féconde  &  la  troiileme 

=  -^  ;  la  quatrième  fouftraite  de  la  troifieme  donne  pour 

fi 
refte   jr^y^q-  >  ^  ^^  quatrième  fouftraite  de  la  cinquième 

donne    ^^^^g^  ^/J  !;.  g^^,^^^  ,   &c.   Ainfi  la  valeur  de    la    (xx) 

fraction  continue  fera  repréfentée  par  une  fuite  de  la  forme 
ordinaire ,  de  manière  que 


V  /7    -4—   -^  —i— i __     ^ijT 

^     b  b{bc^Ç)    ^^     (^bc-^h){bcd-^Çd^yb)  ■  ^' 

férié  qui   fera  limitée,  toutes  les  fois  que  la  fraction  con- 
tinue ne  fe  prolongera  pas  à  l'infini. 

%6^.  Nous  avons  donc  un  moyen  de  convertir  une  fraction 
continue  en  une  férié  ,  dont  les  termes  ont  alternativement 
les  fignes  -4-  &  —  lorfque  le  premier  a  manque. 

En  effet ,  foit 

</-+-  ±_ 

e  H-   J 

EvLEK  ,  Introduciion  h  l'Anal.  infîn.Tomel.         1  N 
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on  aura  ,  par  ce  qui  précède 


■         b  b{bc-^-S)  ibc-i-    q  (bcJ  -t-    Sd-^  yb) 

, ^-ÎJLi +&C. 

tbcd  ■+■  s  d  -r  y  h)  [bcde  -t-   Sde  ■+■  ybe  ■+■  èhc  -f-  SiJ) 

D'où  il  fuit  que  Ci  les  numérateurs  «,  C  >,=r,  &c.  ne  croiiïent 
pas,  fi,  par  exemple,  ils  font  é^ux  à  l'unité,  &  que  les 
dénominateurs  a  ^  b^c  ^  d ,  ôcc.  loient  des  nombres  entiers 
quelconques  pofitifs ,  la  valeur  de  la  fradion  continue  fera 
donnée  par  une  férié  très-convergente. 

3(^5.  Cela  pofé  ,  on  pourra  réciproquement  changer  en 
fraélion  continue  une  fuite  de  termes  qui  ont  alternative- 
ment des  figues  différents,  ou  trouver  une  fra£lion  continue, 
dont  la  valeur  foit  égale  à  la  fomme  de  la  férié  propofée. 
Par  exemple  ,  fi  on  a  l'équation 

:c=   ^  — 5-+-C— D-f-^— F-f-&c. 

la  comparaifon  de  cette  fuite  avec  les  termes  correfpondants 
de  la  férié ,  qui  repréfente  la  fraction  continue ,  donnera 
les  égalités  luivantes  : 

[^     =      —  ;  .  _  *    =       '^  é 


A  bc  -i-S   '  _  J  —B 

Donc 


c 


bcd  -hSd^t^f  '  ^  b{B  —  C) 


D    _  ^(èc_f_f)  _  De(bcd-^  ÇJ-i-yb) 


C  bcJe-i-Sde-^ybe-i-^  bc-i-Sê^   '  {bc  -h  h)  {C  ~  D) 

Mais   puifque  C  =  - — ^,  on  aura  b  c -\- C  =  - — ^,  •  d'où 

EnCuke  b  C  d  -\- C  d -^  .^  b=^{bc-\-C)d 

j_     i  _.   A  Cbcd AB  bcd  , 

"^"^  A~B    '^'l4-B){B-C)'-   {A~B){B  ~C)'^'^^^^ 
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bcd-i-:J+yb  Bd         .  BDde 

—  &   <r  =  rrî — rrr-TT — ;rr  i  on  trou- 


bc-hô  B  —  C  "  (B  —C)  {C—D) 

vera  de  même  5  =  /  c—dud-E)  »  ^^"''^  '^^  Tuite. 

}66.  Pour  mettre  cette  loi  plus  en  évidence,  fuppofons 

P   =  6 

Q   =  èc  -i-  C 

R    ^=ibcd-\-id-\'yb 

S    =:bcde-^Çde'\-ybe-^Sbc'^ÇS' 

T   =  bcdef-\-ècc. 

/^=  b  c  de  fg  -\-  &:c. 
La  loi  que  fuivent  ces  exprellions  nous  apprend  que 

Ç  =  Pc   -}-  e 

s    =  Re   -}-  ^Q 

T  =  S  f  ^  .R 

&c. 
Et  par  conféquent,  en  introduifant  ces  nouvelles  lettres, 

a  S  y  a"  a  S  y  d  '.  „ 

-H    c~^ —      —"*     OCC« 


on  aura 

et 

-^■^ 

«oy 

R  s  S  T 


367.  Ainfi,  puifque  nous  fuppofons 


nous  aurons 


J  = 

B 

p     ' 

«  =   JP 

u4   ~ 

<2    ' 

A 

C   __ 

yP     . 

R     ' 

_    CR 

N  ij 
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£  -    ^  Q  •  <^=   ^■^1 

C     ~        s  '                  C  Q 

£               £  /?  _      £  T 

D    ~        T  '     '  ~     £>/î 

&C.  ÔCC. 

Et  en  prenant  les  différences 

^  ^  PQ  Q  Q 

^  ~  ^  =  "  c_-p^^ -^-^  _  — ^_ 

^  '^      qR  s  qs  s 

U  "^—  ^  R  ST  RT  T 

&c.  &:c.  &:c. 

Si  nous  multiplions  ces  réfultats   deux  à  deux,  nous  aurons 
les  produits 

iC^D){D-^£)=^CDef-^,  ^^^-^AuD^D 

dcc. 
Ainfî ,  puifque  P  =  /J ,  Ç  =  -~  =  -^^II  i  ^^  scnixxk  que 
«  =  ^3 

^  Ccd 


£■    = 


(^_ii)  (B-C) 

BD  J  c 

(ii_C)  (t-Z?) 

CE  ef 

*    ~~     (C—D)  {D  —  £) 

ÔCC. 
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368.  Les  valeurs  des  numérateurs  a,  C,  ^,  cT,  &:c.  écanc 
donc  trouvées,  les  dénominateurs  by  c,  dy  e^  &c.  reftenc 
arbitraires;  il  convient  feulement  de  les  prendre  tels  qu'étant 
eux-mêmes  des  nombres  entiers,  ils  donnent  aulFi  des  nombres 
entiers  pour  «>  C,  y,  S,  6:c;  ce' qui  dépend  encore  de  la 
nature  des  nojnbres  A  ,B  y  C  y  &:c.  fuivant  qu'ils  font  entiers 
ou  frad:ionnaires.  Supposons  d'abord  qu'ils  foient  entiers , 
on  fatisfera  à  la  condition  demandée  en  faifant 

b   =     1  a  =  A 

c  = A  —  B  c  =  B 

d  =s  B  —  C  d'où         y  =  A  C 

e  =  C—D  s^  =  BD 

/=  D-^E  ^  =  CE 

&c.  &c. 
Par  conféquent ,  fî 

la  même  valeur  de  x  pourra  être  exprimée  par  une  fra£lion 
continue   de  cette  manière. 


A 

*  =  --—         B 

I  -t- A  C 


B  —  C-H £il CE 

C  —  D    -h 


D  —  E  -i-     &c. 

3^9.  Alais  fî  tous  les  termes  de  la  férié  font  des  nombres 
fractionnaires,  de  forte  que 

1  I  '  '         .         I  o 

^  =  —  —  —  "+--T W^-T—  ^^^ 

on    aura    pour  a,C,y,S,  Sec.    les  valeurs  fuivantes  : 

b  ^  Abc  B^-cd 


A    •>  —     B  -  A     ■>     '  (^B-A)iC-B.) 
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C'de 


{D  —  C)   {E  —  D)    '  ^^' 


(C-  B^'iD-C)     ' 

Faifons  donc 

/;    =    A-,  '  «    ==      I 

c:=B-'A;      ^  .,  c^AA 

d^C-B,        ^  P'-^"^  confequent     ^_^^ 

c  =  B  —  C;  ^  =  ce 

&c. 

6c  la  fracllon  continue  fera 


A  + 


A  A 


B  —A    H- 


BB 


C  —  B   -H 


ce 


£>  —  C  +     &c. 

Exemple     I. 
Il  s'agit  de  transformer  en  fraclion  continue  la  férié  infinie 

I  I  I  I  o 

I }-■ Sec. 

Donc   A'.=  \ ,  B  =  1  ;  C=  3  ;  Z)  =  4  ,   &c  ;  6c  comme  la 
valeur  de  la  férié  propofée  =  /  z  ,  on  aura 


/2==- 


I   + 


1  -i- 


^ —   16 
I    -i 2«; 


I    ■+■   &c. 

Exemple      IL 


Qu'il    s'agijfe    de     transformer    la  férié    infinie  -^  =: 
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I   '—  T-Hf  —  f'+'j  —  ^c.  c/rz/w  laquelle  71   exprime  la 
circonférence  d'un  cercle  dont  le  diamètre  =  i 

En  fubftituanc   pour  ^,  5,  C,  £),  acc.  les    nombres 


1  -1 9 

2  "4-         ' 

2   -+-    &c. 


&  en  renverfant  la  fraction , 


-1-=  I  -f- 


2^ 

2     H-     &C. 


Exprefîîon  que  Brouncker   a   donnée  le  premier  pour 
la  quadrature  du  cercle. 


Exemple      III. 
Soit  propofée  la  Jerie  infinie 


m  -i~  2n 


à   caufe    de    JÎ=m;B  =  m~\~n;   C  =  m  -{-  i  n  ^  &c.    elle 
fe  change  en  cette  fradicn  continue  , 

I  ■ 

X  —  m  m 

o    -i- ^      (w  +  2/z)^ 

"       -^-  ^ —     (m-^  3«)' 

/2    -H    &c. 
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d'oa  l'on   conclud,   en  renverfant ,  ] 

I      .  mm 

^  '2  -H (m  +  my 

"       -< («4-3«)* 

7!        ■+■     IXC. 

Exemple      I  K. 
Nous  avons  trouvé  auparavant    (art.  17S)   l'équation 

■K.   COJ.     ■ 

—  &c. 


-        m  -jT  m  n  —  ru  n,-l- m  zn^m  zn  -\-  m 

n.  lin.    ■ 

72. 

Ainfi      nous    aurons  ,   pour    former    la   fra£tion   continue  , 
conféquemment 


m  -x 

«•.   cof. 

n 

\    1 

n.  fin. 

niTT 

- — 

m  m 

n 

m  + 

{n—my 

n  2  771    H-  ^ 

(n  +  my 

'■ 

2  77î    H 

(in  —  my 

n  —  2  7«  4 

(27î4-7n)' 

n-  im+ScCt 

370.  S'il  entre  des   facteurs    continus   dans  la  formation 
de   la  férié  propofée  ;  qu'on  ait ,  par   exemple  _, 

^   —    1^    ~'     AB      +      ^BC  ABCD     "^     JBCDE  *^' 

on    aura  les   égalités  fuivantes  ; 

b  bc        _  Bcd  Cde 

*=  T  '  ^—    B-i    '  J'-"  (^-_i)(C— 1;    '■>^—  (^C-i){D-i)\ 


(i?-i)  (£-1) 

Soit 
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Soie  donc 


I 


c   =  B  —  I  ;  C  =  A 

d  =  C  —   I  y       &  partant  y  =  B 

<.  =  Z?  —   I  ;  j  =  C 

&c. 


il  s'enfuivra  que 


X  =  A 

A    4- B 

£  —  I  -»- 


£  —  I  4-  &c. 

Exemple      I. 

En  fuppofant  que  e   repréfente  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme ■=  1  i  nous  avons  trouvé  auparavant 

III                    I                         t 
—  =1 1 1 Sec. 

e  I  1.2  1.2.3  ï.2.3.4 

ou 

I  —  —  = \- . +  &C; 

€  I  1.2  I.Î.3  I.a.3.4 

Cette   férié    fera  changée  en  fraâ;ion  continue  ,  en   faifanc 
y4=i;5^=ziC  =  3i  Z)  =  4,  ëcc  ;  Ôc  par  coniéquent 


1  -t-  —       3 

2  +  —  _^    4 

3    -*-  —  4._L 

EuLER ,  Introducîion  a  VAnal.  infin.  Tome  I.        2  O 
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ou  bien ,  en  renverfant ,  &  formant    par  là  une  fuite  par- 
faitement fymmétrique  dès  fon  origine  , 


Exemple      II.  - 

Nous  avons  auflî  trouvé  que  le  cofinus  d'un  arc  fuppofé 

égal   au    rayon    =  i ^  -t-    -^— TTTIT^    "** 

î j-  -  &c. 

2  .   12  .  30  .  56  V 

Si  donc  on  fait  ^=i,5=2;  C=  iz;  Z)=  3o;£'=55,  &c. 
&  le  cofinus  de  l'arc  égal  au  rayon  =s=x,  on  aura 

~   ~r  +  jL 

»  +  -1- 

II     -r  30 

ou 
ï  I 

*  ""       1       +    »i_  12 

II     4-   30 

55     +  &c. 

371.  Suppofons  à  préfent  une   férié  combinée  avec  une 
progreffion  géométrique ,  par  exemple  , 

dans  ce  cas 


^_5î    »     ^  (A-Bi)  {B—  Cl)     ' 

iB-Ci)^C-DO^  (  t-Z?î}(-D-£ï)    ' 
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Suppofons 

^   =  ^  Bi      6c  par  confëquenc       <^  =  Bi^ 

d  ^  B    --  Cl  y  =  ACi 

c  =  C  --  Di  J^  ==  BDi 

nous  en  conclurons 
A 

C-  Di    ^  &Ci    ■ 
372.    Mais  pour  traiter  ce  fujet  avec  plus  de  généralité^ 
fuppofons  qu'on  ait 

A  By       .         Cv*  Dy'        .       Ey^ 

X   =  —   — H   — —  ■ — - —  -4-        -        —.   ,Vr 

L  Ml    ^^     Ni"  Oi^  Pi*  *^^- 

nous  trouverons ,  en  comparant , 

Ab   ^  p BLbcy A  CM^cdyi 

*  L     "*  AMi—BLy     '^         {AMi—BLy){BNi—CMy)i 

BDN'deyx  o 

/  = ■  •    &r 

{BNi  —  CMy)  iCOi—DNy)    »  * 

Déterminons    les    valeurs  6 ,  c ,   d ,    &c.   de   la  manière 
fuivante  : 

è  =  Li  rt  =  A 

c=AMi-^BLy',  C  =  BLLy 

d^BNi    —CMy;  donc        y  =  ACM'y:^ 

e^^COi    -.DNy,  ^  =  BDN'yi 

f=DPi-~EOy',  *=CEO'yr 

&c.  ^  ,  .  ,    ^^* 

Nous  conclurons  de  là  que  la  férié  propofée  fera  exprimée 
par  la  fradion  continue  fuivante 

A 

X  =  ~j-  ^         BLLy 

"^    ~7Ti ÏT~"  ACMMyi 

^""'-''y  ■^BNi-.cMy  ^uimi 

COi  —  DNy^Scc 


Oij 
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373.   Suppofons  enfin   que  la  férié  propofée  foit  de  cette 
forme 

A  ABy  ABCy-"     A  B  C  Dy^ 


L  LMi  LMNi"'  LMhlOi> 

nous    aurons  les  équations  qui  fuivent  : 

Ab  Bbcy.      ^ CAff</yî 


H-   &c. 


£       '  Mi~  By     '>  (Mi  —  By){Ni~Cy)^ 

■^  D  fideyz , E  O  efy ^ . 

-^    {N^-Cy)  (Oi-Dy)     '    '    —    (Oî-    Dy)   {P^-  Ey  )   ' 

&:c. 
Faifons  donc,  pour  trouver   des  nombres  entiers, 

b    =:    L-{\  a.    =.    A  7^ 

c  --=^  M-^—  B  y^  C  =  B  Ly  t^ 

d  ==■  N  ■{  —  ^yj         <i'o^         'y  =  ^  ^y\ 

e   =   O:^    ^  Dy;  ^  =  DNyï 

/=  Pi    -  Ey,  *    =^  EOy:^ 
&CC.  ôcc. 

La  férié  propofée  deviendra 

A:: 
X   =  -~-  B  Lyr 

Li     4.  iJL-  CMy7 

Ni—  Cy  + 


O  i  —  Dy     ■+■  Sec. 

ou    bien  pour    que   la  loi   de  la  progreffion  foit    mife  en 
évidence  dès  le  commencement, 

Az  BLyi 

—  -.Ay  =  Li-Aj-i---- ~  CMyi 

«  Ml-By   +       jyjç 

Ni  —  Cy    +  -^  ^ 


Oi—Dy     4-  &c. 

374.  On  pourra  trouver  de  cette  manière  une  infinité  de 
fractions  continues  infinies,  dont  lavraie  valeur  eft  afiignable. 
C.u-  comme  on  peut  difpofer  pour  cela  ,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire ,  les  fériés  infinies  dont  on  connoîc  la  fomme  ; 
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chacune  pourra  être  convertie  en  une  fraftion  continue, 
dont  la  valeur  par  conféquent  eft  égale  à  la  fonime  de  cette 
férié.  Les  exemples,  que  nous  avons  donnés  ci- deflus, 
fuffil'ent  pour  indiquer  cet  ufage.  Mais  il  feroit  à  defirer 
qu'on  découvrit  une  méthode,  au  moyen  de  laquelle,  étant 
propofée  une  fraction  continue  quelconque,  on  pût  en 
trouver  immédiatement  la  valeur.  En  etlet.,  quoiqu'une 
fraclion  continue  puitTe  être  transformée  en  une  féne  ,  qu'on 
peut  chercher  à  fommer  par  les  méthodes  connues ,  cependant 
ces  fortes  de  fériés  font  le  plus  fouvent  fi  compliquées, 
qu'il  paroît  à  peine  poffible  d'en  trouver  la  fomme  quoiqu'elle 

loit  aiïez  fimple.  , 

375    Pour  faire  voir  plus  clairement  qu  il  y  a  des  fractions 
continues,  dont  on  peut  d'ailleurs  obtenir  facilement  la  valeur 
fans    qu'on   puiife   rien  conclure  des  fériés  infimes  qui   en 
dérivent  ;  prenons  pour  exemple  cette  fraction  continue 
I 

JC    =  —  I 

2     H j 

^   +  -^  I 

T"  -^  8cc. 
dont  tous  les  dénominateurs  font  égaux  entr'eux.  En  effet , 

fi,  en  fuivant  le  procédé  expofé  ci-defTus,  nous  formons 
les  fractions 

0,2,2,2,      2,  2,      2 

1012         5  12        29       0 

O  I  2  5  12  29  70 


nous  en  déduirons  la  férié 


2  2.5  5  .  12  12 . 29  29-70 

ou,   en  ajoutant  deux  termes,  celle-ci: 

V    =    _i—    H 1 "—r-    -h    Sec. 

1.5  Ï.29  29.169 

ou 

I  2 2  g,^ 

'  2  2.32  1 2  .  70 


—  &c. 
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De  plus ,   puifque 

I ij _^ I i_ 

"  4  2.2.5  2.5.12  2.12.29 


4  2.2.5  2.5.12  2. 12.  29 

on  aura  aufli . 


&c. 


&c. 


4  1.5  1.12  5-^9  12.  70 

Et  quoique  ces  fériés  foient  très-convergentes  ,  leur  valeur 
cependant  ne   peut  pas  fe  conclure  de  leur  forme. 

37(j.  Au  refte  ,  pour  ces  fortes  de  fractions  continues, 
dans  lefquelles  les  dénominateurs  reftent  les  mêmes  , 
ou  reviennent  périodiquement  dans  le  même  ordre ,  de 
manière  qu'après  avoir  ôté  quelques  termes  à  la  fra£tion  elle 
demeure  encore  égale  à  elle-même,  il  y  a  un  moyen  facile 
d'en  avoir  la  fomme.  En  effet  ,  puifque  dans  l'exemple 
propofé , 

I 

X  =  —        , 

2    +  —        , 

2    +  —        j 

^    ■*-  — 

2        4-   &;c; 

on  aura  x  =  -7—' — ,  6c  par  c'onféquent  jc^H-2x=i  & 

x-h  i=y  ly  de  forte  que  la  valeur  de  la  fraction  continue 
œ^z  —  i.Or,  les  fraâions  que  nous  avons  déduites  au- 
paravant de  la  fraction  continue,  approchent  toujours  de 
plus  en  plus  de  cette  valeur  ,  &  même  fi  rapidement , 
qu'on  trouveroit  difficilement  un  moyen  plus  expéditif 
d'obtenir  la  valeur  approchée  de  cette  quantité  incommen- 
furable  en  nombres  rationnels.  En  effet ,  J^  2  —  i    diffère  Ci 

eu  de  j^ ,  que  Terreur  efb  infenfible ,  puifqu'en  extrayant 

a  racine  quarrée  on  trouvera 

j/*!  — 1=0,4141135^238, 


i 


à 
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tandis  que 
fo- =  0,41  428  57  1428  , 

de  forte  que  l'erreur  n'eft  que  dans  les  cent  millièmes. 

377.  Si  les  fra£lions  continues  fournilTent,  comme  nous 
venons  de  le  voir,  un  moyen  facile  d'avoir  par  approxima- 
tion V^  2  ,   elles  ferviront  de   même  à  trouver   les  racines 
approchées  des  autres  nombres.  Pour  cet  effet ,  foit 
I 

X    ^—  I 

*   +  —        I 

-   +  —        , 

*    +  —       , 

a     + 

^      H-   &c; 

on    aura    x  =    ^_^^  ,   &C  xx   -+-    ax  =>  i  ,    d'où   x  = 

continue  fervira  donc  à  trouver  la  valeur  de  la  racine 
quarrée  du  nombre  a^-4-4;&:  par  conféquent  en  mettant 
fuccefllvement  à  la  place  de  a  les  nombres  1,2,3,4,  ^c, 
on  trouvera  les  valeurs  1/^5,  j/'2 ,  ï^i  3,  ^^5, 1/^29,  j^  10 ,  »^53, 
&c ,  ces  racines  ayant  été  ramenées  à  leur  forme  la  plus 
fimple.  On  aura  donc 

I,      I,     I,     I,     1,     I, 

011135  v'î  —  I 

I  I  2  3  I         S  a 

1,         2,         2,         2,  2,  2, 

0  I  a  î  12  ao      „ 

>  9  9    9  )  — ^,  &c.=  »/a  — 1 

1  2  î  12  29  70 

3»     3>     3î      3j     3>       3» 

0  I  3  10  33  109         -  V^IÎ    —  ■! 

1  3        10         33         109        360  2 


4>     4>     4»     4 

7 

&c. 


I  4  17  72  305         H  r 

9  J  5  J J  —^-^  >  &c.  =  v^  5  — 

4  17  72  305  1292  ' 
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Remarquez  que  l'approximacion  eft  d'autant  plus  prompte  , 
que   le  nombre  a  elt    plus  grand  ;    ainlî ,    dans  le  dernier 

exemple,    J/'5  =  ^ — ,  de    manière    que    l'erreur   n'eft 


pas  de  ^ ,  547  î  étant  le  dénominateur  de  la  fraction 

r  1^91. 5473    »  i^fJ 

fui  van  te  —yr- 

378,  On  ne  peut  avoir  de  cette  manière  que  les  racines 
des  nombres  qui  font  !a  femme  de  deux  quarrés.  Mais, 
pour  étendre  cette  méthode  d'approximation  aux  autres 
nombres  ,  fuppofons 


+  — -       I 

*      -f-  &c 
nous  aurons 


X  = 


i  -+-  « 


a  b  -i-  i  -îr  a 


—  ,    &   par    conféquent 


b  -t-  X 

ax X  -^  cb  X  =»  h 

*       —         \4  a   y  la 

On  pourra  donc    trouver  à   préfent   les  racines  de  tous  les 
nombres.   Soit ,   par  exemple  ,<z=z;    ^=7,  on    aura 

X  =  "^ ^~ —  = •     Et  la  valeur  de  x  fera 

4  2 

exprimée  à-peu-près  par  les  fractions  fuivantes, 

i>     7»      ^»      7»        ^  »        7 

0  I  7  15  112  239  - 

1  2  15  32  239  510 

1  \  V  -~  7  +  ■?  v'  7  239  o  ^ 

on  aura  donc  a-peu-pres,  — ~--  --^  =  "77^»  &  K  7   = 

2024 

TV  y 
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-r^    =     -»^457516;    or  on   a   véritablement    |/^  7  = 
^i'^45  7  5  ^  3  ^  >    tie  manière   que    l'erreur    n'eil     pas    de 

3 
I 0000000 

379.  Allons  plus  loin,  &  fuppofons 

I 
X  =  —        , 

*  +  —     I 

c      + 

a     +   Stc. 

nous  en  conclurons 


*    ^ ,  a    ■+■ ; (,ab-{-i)x-i-abc  +  a-t-c 

h    ^ bx-\-bc-^\ 

c  -^  X 

donc   {ab-^\)x  X  =  {abc-^  a  —  b~>i-c)x=^bc'\'\   ôc 

—  abc  —  a  +  b  —  c  -+•  \/  [(abc  -h  a   ■+•  b  ■+■  c)'-t-  4] 
X    =  _____  __  , 

expreflion  dans  laquelle  la  quantité ,  qui  eft  fous  le  radical , 
eft  encore  la  fomme  de  deux  quarrés.  Donc,  cette  nouvelle 
formule  ne  peut  feivir  qu'à  trouver  les  racines  des  nombres 
pour  lefquels  la  première  auroit  fuffi.  De  même,  fî  les  quatre 
lettres  a,  b  ^  c^d  continuellement  répétées  forment  les  dé- 
nominateurs de  la  fradlion  continue  ,  la  formule ,  qui  en 
réfultera,  n'aura  pas  d'autre  ufage  que  la  féconde,  qui  ren- 
fermoit  feulement  deux  lettres  ,  ainfî  de  fuite. 

3S0.  Puifque  les  fractions  continues  peuvent  être  employées 
fi  utilement  pour  l'extracftion  de  la  racine  quarrée  ,  elles 
ferviront  donc  en  même  temps  à  la  réfolution  des  équations 
du  fécond  degré  ;  ce  qui  eft  évident  par  le  calcul  même  , 
puifque  x  eft  déterminée  par  une  équation  de  ce  degré  ;  & 
réciproquement  la  racine  d'une  équation  du  fécond  de"-ré 
peut  être   aifément  repréfentée  par  une  fradlion  continue  , 
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de  cette  manière.  Soie  propofée  l'équation 

puifque  x  =  û  H ,  en  fubftituant  dans  le  dernier  terme 

la  valeur  de  x  déjà  trouvée  ,  on  aura 

b 
X  =  a  ~h  —       * 

&  en   procédant  d'une  manière  femblable ,  on  trouvera  par 
une  fradion  continue  infinie 


a     -4-  &c. 

exprefîion  qui  ne  peut  être  employée  fi  commodément, 
attendu    que  les  numérateurs  è  ne  font  pas  égaux  à  l'unité. 

381.  Pour  montrer  à  préfent  l'ufage  des  fractions  continues 
en  Arithmétique  ,  remarquons-  d'abord  que  toute  fraction 
ordinaire  peut  être  convertie  en  une  fraction  continue.  En 

effet  ,  fbit  proporée  la  fraélion  x  =  -g- ,  dans  laquelle 
A  foit  >»  B;  divifez  A  par  5,  &  foit  le  quotient  ^=:  a  dC 
le  refte  C;  divifez  par  le  refte  C  le  divifeur  précédent  B  , 
foit  /^,  le  quotient  &;  £>  le  refte,  par  lequel  il  faudra  encore 
divifer  le  relie,  qui  précède  ;  continuez  ainfi  jufqu'à  la  fin  ce 
procédé  ,  qiii  eil:  celui  qu'on  fuivroit  pour  trouver  le  plus 
erand  commun  divifeur  de  A  èi.  de  B  comme  on  le  voit  ici  : 


B)A{ 

[a 

C) 

B(i 

D]  C{c 

E)D'  d 
F  &:c. 
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VOUS  aurez  par  la  nature  de  la  divilîon  ; 


B  £    ' 

li  ,  D    .     C  i 

&  partant  "*"   C 

c   +__ 
D  TE  ^ 

E  E         D  ■         p 

&:c.  &c.  &c.  ■£ 

Concluons  de  là  ,  en  fubftituant  dans  les  premières  expreffions 
les  valeurs  qui  font  à  la  fuite 

par  conféquent,   en   exprimant    x   par   les    feuls  quotients 
iZ,  b^c^d^  dcc  y  comme  il  fuit, 

jc  =  a  -+-  -r-   ,      1 

t>    H ,     I 

c      -t- X 

d     4- I 

Exemple      I. 

Soit  propofée  la  fraction  ^yi ,  qu'on  changera  de  la 
manière  fuivante  en  une  fra6lion  continue  ,  dont  tous  les 
numérateurs  feront  égaux  à  l'unité.  Procédons  en  conféquence 
comme  s'il  étoit  queftion  de  trouver  le  plus  grand  commun 
divifeur  des  nombres  59  &  1461. 


Pij 
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59)  14^1  (  14 
118 


a8i 

45;  59  Ci 
45 


14)45(3 
4i 


3)  H(4 
12 


)3(ï 

2 

"771(2 

2 


On  forifiera  donc  avec  les  quotients  Téquation 
14^1  ,     I 

—1—  ==  24  H I , 


Les  fractions  décimales  pourront  auflî  être   transformées 
de  la  même  manière  ;   car  foit  propofée 

,  -  -  34T4îi3<;6 

j/^2  =  i,4i42i35(j   =  '-^— y 

'  '  ^     -^  ^*  1 00000000  ' 


ce  qui  nous  conduit  aux  opérations  Suivantes  : 


CONTIT^UES. 


;oi 


loooooooo 
8184171 1 

I4I41I356 

lOOOOOOOO 

17157288 

I42I3560 

4I41I356 
34314576 

2943718 
1438648 

7106780 

5887456 

505080 

418318 

11193^4 

joi 01 60 

ÔCC. 


209164 


Il  eft  vifible  à  préfent ,    d'après    ce   calcul ,  que  tous  les 
dénominateurs  font  éga^xK  à  x   &  par  conféquent^^i  = 


2  + 


2.  -h 


^   4-  &c. 


Rëfultat  dont  la  raifon  fe  déduit  de  ce  que  nous  avons  vu 
ei-deffus. 

Exemple      III. 


Le  nombre  e  dont  le  logarithme  eft  =>"i, mérite  une  atten- 
tion particulière  ;  ce  nombre  e  =  2, 71818  182S459,  d'où 

réfulte  l'équation  ''  ~  '  =0,859  1409  14229  5.  Cette 
fraction  décimale  ,  traitée  comme  la  précédente  ,  donnera 
les  quotients  fuivants  :  .         ,-    ,-i-.i  ao    c-i  1 
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8591409141195 


i}ciS6yj(-)6oji 
13931^5791^ 


5) 143^155 
550114488 


ï 113 667 


I ooooooooocooo 
8591409141195 


1408590857704 
1398639960710 


9950896994 

991^886790 


15010104 


&c. 


I 

6 

10 
H 

18 

11 


Et  fi,  ayant  pris  une  valeur  plus  exa£te  de  (T  ,  on  continue 

le  calcul  de  la  même  manière  ,   on  obtiendra  les  quotients 

I,,  6,   10,  14,   18,  11,   26,    30,   34,  £cc. 

qui    forment   tous ,    excepté    le    premier  ,    une  progreffion 
arithmétique  ,  d'où  s'enfuit   évidemment  l'équation 


ib' 


r 


(  y  y  )    Réfultat   dont  la  raifon  peut  fe  donner  par  le  calcul  infînl- 
téfimal. 

382.  Puis  donc  qu'il  eft  pofTible  de  tirer  de  ces  fortes 
d'expreflîons  des  fraélions  ,  qui  mènent  très-promptement  à 
un  réfultat  exacft  ,  cette  méthode  pourra  être  employée  pour 
changer  les  fractions  décimales  en  fraélions  ordinaires  ,  qui 
en  différent  très-peu.  De  plus  _,  fi  on  propofe  une  fraélion 
dont  le  numérateur  &c  le  dénominateur  foient  des  nombres 
très-grands,  on  pourra  trouver  des  fractions  exprimées  par 
de  moindres  termes  ,  lefquelles  ,  fans  être  entièrement  égales 
à  la  propofée  ,  en  différeront  cependant  le  moins  poffible.  On 
peut  par  là  réfoudre  facilement  le  problême  autrefois  traite 
par  Wallis  j  qui  confifte  à  trouver  les  frad.ions  compofées 
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de  moindres  termes  ,  qui  approchent  tellement  de  h  valeur 
d'une  fraction  exprimée  par  de  plus  grands  termes  ,  qu'il 
ne  loit  pas  poflible  d'en  approcher  davantage  fans  employer 
de  plus  grands  nombres.  Car  les  fradlions  obtenues  par  notre 
méthode  donnent  la  valeur  de  la  fraction  continue  tellement 
approchée ,  qu'on  tenteroit  en  vain  d'en  avoir  une  plus 
exacte  fans  employer  des  termes  plus  grands.        '  (  t  1  ) 

Exemple      I. 

Qu'il  foit  queftion  d'avoir  le  rapport  du  diametce  à  la 
circonférence  en  nombres  fi  petits ,  qu'il  ne  foit  pas  poflible 
de  l'avoir  plus  exactement,  fans  employer  des  nombres  plus 
grands.  Développons  ,  en  continuant  de  divifer  fuivant  la 
méthode  que  nous  venons  d'expoler ,  la  fraction  décimale 
connue 

3  ,   1  4  I  5  9  2  (î  5  3  5  ,  6cc. 

nous   trouverons  les  quotients  fuivants 
qui  formeront  les  fractions  ci-après  : 


106»       113»        33102      >    txv». 


Ln  féconde  fradtion  fait  déjà  voir  que  le  diamètre  eft  à  la 
circonférence  comme  1:3;  &  certainement  il  n'eft  pas 
pofiible  d'avoir  ce  rapport  plus  approché  avec  des  nombres 
qui  ne  foient  pas  plus  grands.  La  troilîeme  fradtion  donne 
le  rapport  à'.Arckimede  ^  7  :  iz  ;  &  la  cinquième  celui  de 
Métius ^  lequel  diffère  fi  peu  du  véritable  que  l'erreur  n'eft 
pas  de  tttti'tftt-  -^^  \'e^Q ,  ces  fractions  font  alternativement 
plus  grandes  &:  plus  petites  que  la  vraie  valeur. 

Exemple      IL 

Propofons-nous  d'exprimer  ,  par   les  plus   petits  nombres 
poffibles  ,    le   rapport    approché  du   jour  à  i'aniùée    folaire 
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moyenne.  Comme  cette  année  eft  de  365)  5  h  48'  5  j",  elle 
renfermera  en  fraclion  365  77I' ^  jours.  Il  (uffit  donc  de  déve- 
lopper cette  fraction ,  ce  qui  donnera  les  quotients  fuivants: 

4>  7>   ï>      <»»       i>      i>      2»       4 
D'où  fe  tirent  les  fra£lions 

2.       1       -^      -1-         <'  f       _ff'_       _L?i       Ârr 

IJ      4>     ïp»      3i»      2i7>t«o>     747»     '^^• 

Ainfi  ,  les  heures  avec  les  minutes  &c  les  fécondes,  qui 
furpafl'ent  365  jours,  font  environ  un  jour  en  quatre  ans; 
c'eft  là  l'origine  du  calendrier  Julien  ,  ou  plus  exactement  , 
33  ans  donnent  8  jours,  ou  747  ans  181  jours;  ce  qui 
fait  en  400  ans  une  augmentation  de  97  jours.  Aufîi,  tandis 
que  dans  cet  intervalle  le  calendrier  Julien  intercale  100 
jours,  le  Grégorien  change-t-il  dans  la  durée  de  quatre 
fiécles  trois  années   bifl'extiles  en  années  communes. 


Fin    du  Tome  premier. 
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Sur  quelques    endroits  du   premier    Livre  de    C Introduclion 
à  t Analyfe  Infinitéjîmale» 

CHAPITRE      I. 

(a)  Art.  1 5 .  L'équation  y''  =  a  y  "{-^-  b  :{*-4-  c  donne  y  = 

y_~  '^  ~'   2^  ^  __  y  ""  ^ — i^  Or  ,  quelles   que    foîenc    les 
ai  «■  uy  ^  ^ 

valeurs  de  y  ou  de  :(  ,  pofitives  ou  négatives  ,  il  eft  évident 
que  ni  y^  ni  ■^^  ne  peuvent  changer  de  fignes.  Donc,  fi  on 
écrit  —  :(  à  la  place  de  -4- :{ ,  y  devient  — y  ;  6c  fi  l'on  mec 
■ — y  au  lieu  de  -^- y,  \  devient  —  :j.  Le  même  raifonnement 
s'applique  manifeltement  à  l'équation  y' -+-^^*  ^  =^y  ^* 
H-cy-H^^,qui   donne  y  =  ^^f^:^  ou  ^^  = -— ;-/ 

&  à  toutes  celles  qui  feront  dans  les  cas  énoncés  tant  dans 
cet  article  que  dans   le  précédent. 

CHAPITRE      II. 

(b)  Art.  ip.  On  (ait  qu'une  équation  d'un  degré 
quelconque,  a  autant  de  racines  (oit  réelles  foit  imaginaires, 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus  grand  expofant  de  l'inconnue. 
Defcartes  a  donné  une  règle  pour  trouver  le  nombre  des 
racines  pofitives  ôc  celui  des  racines  négatives ,  lorlqu'elles 
font  toutes  réelles.  La  règle  que  ce  célèbre  Géomètre  avoir 
d  nnée  fans  démonllration  ,  a  été  démontrée  depuis  par 
l'abbé  de  Gua,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  année  1741,  &  enfuite  par  Segner,  dans  le^  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin,  année  1756.  Comme  tout 
le  monde  n'eft  pas  à  portée  de  confulter  ces  précieufes 
Collections  ,  je  vais  faire  connoître  en  peu  de  mots  la 
démonllration   de   Segner  ;   je    la    donne    de  préférence  à 
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celle  de  l'abbé  de  Gaa ,  parce  qu'elle  efl:  plus  fimple  de  plus 
dire£te. 

Si  une  équation  tou^e  ordonnée  ne  manque  d'aucun  terme, 
ou,  en  cas  qu'elle  en  manque,  fi  l'on  conçoit  écrit  en  fa 
place  +  o  3  il  eft  évident  qu'il  y  aura  autant  de  racines  dans 
l'équation  qu'on  pourra  former  de  combinaifons  de  deux 
fignes  ,  en  joignant  chacun  d'eux  à  celui  qui  le  fuit  immé- 
diatement. Ainfi  dans  l'équation  x^ -\~  ax'* —  éx''- — c  x* -f- 
dx  H-d  =  o,iiy  a  cinq  racines  ôc  autant  de  combinaifons 
diftindies  de  deux  fignes  pris  confécutivement  ;  favoir  H-  -H, 

H , , h;  ■+■  -4-,  en  effet  cette  équation  a  fix  termes  ; 

&  en  général  une  équation  du  degré  m  a.  m  -i-  i  termes, 
ce  qui  donne  m  combinaifons  de  deux  fignes ,  en  les  pre- 
nant confécutivement  ,  comme  nous  venons  de  le  faire. 
Mais  dans  queîqu'ordre  que  fe  trouvent  les  fignes  d'une 
équation ,  fi  on  la  multiplie  par  un  facteur  fimple ,  qui  con- 
tienne  une  racine  négative,  par  x-\-  fy  par  exemple, 

X   -\- p 

'^x'"+'-^ax'^  —  bx'"-'—cx'"-'-^dx"'-\   .  .  Tkx  {A) 

-irpx"'-^apx'^-^—bpx'^-^—cpx'^-'-^dpx"'-\..Tkp{B) 
Il  eft:  vifible,  par  la  nature  même  de  Ja  multiplication, 
que  les  deux  fuites  {A)  6c  {B)  ont  les  mêmes  fignes  ,  ■&. 
que  les  termes  de  la  féconde  doivent  être  plus  avancés  d'un 
rang  vers  la  droite,  de  forte  que  le  figne  d'un  terme  quel- 
conque de  la  fuite  [B]  eft:  le  même  que  celui  du  terme ,  qui 
précède  d'un  rang  dans  la  férié  {A)  ^mzis  Çi  on  multiplie 
la  même  équation  ou  toute  autre  par  un  facteur ,  qui 
contienne  une  racine  pofîtive  ,  tel  que  x  —  ^ , 

x''-\-ax'^-'-+-bx"'-' — cx'^-'—dx"'-'^.    .    .    .  Tk 
X  —  q 

^  x""-^' -\- axm  ^  bx"'-'  —cx^'-'  —  dx'"-^ ^kx  (A): 

—qx"'—aqx'"-''—bqx'"-^-hcqx'^-^-h-dqx'^-'^...:+:kq{B) 
Les  fignes  de  la  férié  (  B  )  feront  diflî'érents  des  fignes  de 
la  férié  {A  ) ,  enforte  que  fi  on  prend  un  figne  quelconque 
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delà  férié  (5),  il  différera  du  figne  plus  avancé  d'un  ranç^ 
dans  la  férié  (A).  Il  eft  facile  devoir  que  les  lignes  du  pro- 
duit dépendent  de  ceux  des  deux  fériés  {A)  de  (B)  &  du 
rapport  qu'il  y  a  entre  les  grandeurs  des  termes  correfpondants, 
qui  font  affectés  de  fignes  contraires.  D'abord  il  eft  clair  que  le 
premier  terme  du  produit  aura  le  même  figne  que  le  premier 
terme  de  la  férié  {A)  ^  &C  que  cette  même  férié  {A)  conti- 
nuera de  fournir  les  fignes  du  produit  jufqu'à  ce  qu'on  foit 
parvenu  à  un  terme  au-deffous  duquel  s'en  trouve  un  ,  qui 
ayant  un  figne  contraire  foit  plus  grand  dans  la  férié  {B)  ; 
après  quoi,  laiffant  la  férié  (A)  j  on  doit  prendre  la  fuite 
des  fignes  de  la  férié  (B)^  jufqu'â  ce  qu'on  revienne  de 
nouveau  à  un  terme  au-deffus  duquel  s'en  trouve  un  plus 
grand  avec  le  figne  contraire  dans  la  férié  (A).  On  écrira 
enfuite  le  figne  de  ce  terme  fupérieur  ,  au  lieu  de  celui  de 
l'inférieur,  &  les  fignes  fuivants  de  la  même  férié,  jufqu'à 
ce  qu'on  foit  obligé  de  repaffer  à  la  férié  inférieure ,  &  ainfi 
de  fuite  alternativement  ;  de  manière  pourtant  qu'on  s'arrête 
à  la  fin  à  la  férié  {B),  dont  le  dernier  terme  n'en  ayant  aucun 
au-deffus  de  lui,  dans  la  férié  {A),  donnera  néceffairement 
un  figne  femblable  à  celui,  dont  il  eft  affecté,  pour  le  dernier 
terme  du  produit.  11  fuit  delà  que  pour  avoir  les  fignes  du 
produit,  on  doit  paffer  au  moins  une  fois  de  la  férié  (A) 
a  la  férié  (  5  ) ,  &  quel  que  foit  le  nombre  de  ces  paffages 
fucceflîfs  de  l'une  à  l'autre,  le  nombre  des  retours  de  (B) 
3.  (A)  fera  toujours  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des 
paffages  de  (A)  à  (B) 

Si  on  fait  attention  à  préfent  que  lorfque  le  multiplica- 
teur renferme  une  racine  négative  ,  on  a,  à  chaque  fois  au'on 
pafte  de  la  férié  {A)  à  la  férié  (5),  une  permanence  de  plus 
dans  le  produit;  puifqu'on  paffe  néceffairement  une  fois  de  plus 
delà  férié  (^)  àla  férié  (5) ,  qu'on  ne  revient  de  la  férié  (B) 
à  la  férié  {A),  nous  devons  en  conclure,  fans  nous  embar- 
raffer  de  ce  qui  arrive  à  chaque  retour  de  (B)  à  (A),  que  le 
nombre  des  permanences  eft  augmenté  au  moins  d'une  unité. 
De  même ,  dans  le  fécond  cas ,  c'eft-à-dire ,  lorfque  le  multi- 

^  Q  ij 
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plicateur  renferma  une  racine  poficive  ;  puin.]ue  chaque  paf- 
fage  de  la  férié  (A)  à  la  férié  (B)  donne  dans  le  produit  une 
variation  de  plus ,  &  que  le  nombre  des  palTages  de  la  iérie 
(A)  à  la  férié  (B)  furpafle  dune  unité  le  nombre  des  retours 
de  la  férié  (B)  à  la  férié  {A),  nous  fommes  également  en 
droit  d'en  conclure  qu'il  y  aura  dans  le  produit  au  moins 
une  variation  de  plus  que  dans  le  multiplicande. 

Ainfî,  comme  une  équation  d'un  degré  quelconque,  peut  être 
regardée  comme  le  réfultat  de  la  multiplication  d'autant  de 
facteurs  binômes  fimples ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus  grand 
expoûnt  de  l'inconnue,  &  que  pour  la  multiplication  quel- 
conque d'une  équation  ,  au  moyen  de  laquelle  une  nouvelle 
racine  réelle  négative  y  eft  introduite  ,  une  permanence  tout 

au  moins  des  fignes  femblables  -H  -h  ou eft  ajoutée  au 

nombre  de  celles  qui  fe  trouvent  dans  l'équation  multipliée, 
le  nombre  de  ces  permanences  dans  une  équation  quel- 
conque ne  fera  pas  moindre  que  le  nombre  de  fes  racines 
néo-atives.  Par  la  même  raifon ,  le  nombre  des  variations  des 

fignes  contraires  -H ou }-,  rje  pourra  pas  non  plus  être 

moindre  que  le  nombre  des  racines  réelles  poiitives  d'une 
équation  quelconque.  C'eft  pourquoi  i\  dans  une  équation 
tous  les  termes  font  précédés  du  iîgne  -^  ou  du  figne  — - , 
aucune  racine  réelle  de  l'équation  ne  fera  pofitive  ;  car  s'il 
y  en  avoit  feulement  une  ,  il  fe  trouveroit  au  moins  une 
variation  de  fignes.  De  même  aufli,  fi  dans  une  équation 
tous  les  termxes  ont  fuccefflvement  des  fignes  difîemblables, 
elle  n'aura  point  de  racine  réelle  négative,  puifque  li  elle  eu 
avoit  une  feule  ,  on  y  verroit  au  moins  une  permanence  de 
fio-nes  Concluons  donc  qu'en  général  dans  toute  équa'- 
tion  dont  toutes  les  racines  font  réelles ,  le  nombre  des  varia- 
tions de  fignes   H &  —  -h  elt  égal  au  nombre  de  fes 

racines  pofitives  ,   &  le  nombre  des  permanences  h h  & 

,^-  —  égal  au  nombre  des  racines  négatives  de  la  même 
équation.  En  effet ,  foient  n  le  nombre  des  racines  négatives  & 
7/ le  nombre  des  permanences  H — i-  &c de  cette  équa- 
tion ;  foient  m  le  nombre  de  fcs  racines  pofitives  &L  M  le  nombre 
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des  variations  -5 & h  ;  on  aura  n  -\-  m  =  7^-\~  M; 

or  N  ne  peut  pas  être  moindre  que  n  ;  Ci  donc  on  fuppofe 
N^n,  on  aura  Al<im  ;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  comme 
nous  venons  de  le  voir.  Donc  N  =  n  de  m  =  M.  Donc  s'il 
arrive  que  le  nombre  des  racines  réelles  négatives  de  l'équa- 
tion ne  foit  pas  égal  au  nombre  N  y  &C  que  pareiilement  le 
nombre  des  racines  réelles  pofitives  de  la  .même  équation 
ne  loit  pas  égal  au  nombre  M^  c'efl  une  preuve  qu'elle 
renferme  des  racines  imaginaires. 

En  réunilTànt  tout  ce  qui  vient  d'être  expofé,  il  eo  réfulte 
manifeftement  la  démonftration  de  la  règle  de  Defcartes , 
favoir  ,  que  dans  toute  équation  qui  n'a  point  de  racines  ima^ 
ginaires  ,  le  nombre  des  racines  pofitives  efi  égal  au  nombre 
de  variations  de  fignes ,  ù  le  nombre  des  racines  négatives 
égal  au  nombre  de  permanences. 

^cJArt.  29.LafondionZ-=^^^H-  Bt^^'-^  Ct^'^-^Zlc^ 
ne  peut  être  que  le  réfultat  du  produit  de  plufieurs  fadeurs 
fimples,  tels  quea^  —  m^  a! 7^  —  rn!->d\  —  m",a"\  —  m"\  ^cc, 
de   manière  que 

Z  =   {ai—  m    {a'i  —m')  (a"i~m'')  (a"'i—m"')  &c.  = 

..'."." &c. (^-^)  (^-5')  (^-^)  (,_'£::)  &c.= 

i  > r  r  7       •     o  1  •  m     m'    ni'   m"     „ 

en  détenant  par  f ,ff,n.i.bcc.  les  racmes -,  ~  —  —■  R^c. 
de  l'équation,  ou  les  valeurs  de  ^.  De  même  fîZ  =  ^-f. 
5^ -4- C^^ -f- D:j' -f-  &c  ;  on  pourra  fuppofer  ^-{-Bi+  Ct* 
-H  Di'  -+-  Sec.  =  {m— ai)  fm'—a'i)  {m"—d'i)  &:c.  =mm'  m"  dcc 

étant  les  valeurs  de  i  dans  l'équation  o=:Z—A~^Bi-hCi^-{-^c. 

(d)  Akt.  3  I .  Soit  i'^  -i-  Al'  -^  Bi^  -^  Ci-^  D,  le  produit 
de  deux  fadeurs  imaginaires  du  fécond  degré ,  tels  que  7^ —  2 
fp-^  q  V  — 1)1-^  r-^  s  V —  r,  ^i""  —  2  (m  -if-  nV  —  i  ) 
l-^ k  -\- IV  —  I.  Ce  font  là  les  formes  les  plus  générales, 
qu'on   puiiTe  donner  à  deux  fadeurs  de  cette  nature.  On 
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pourra  s'afflirer  fans  peine  que  le  produit  de  ces  deux  fadeurs 
ne  peut  être  réel,  qu'autant  que  w  = /? ; /z  =  —  ^;A  =  r, 
g^  lz=  —  s;  ce  qu'on  trouvera,  en  égalant  féparément  à  zéro 
la  fomme  des  coefficients  imaginaires  de  chaque   puiffance 

àe  •{. 

(e)  Art.  39.  Lorfqu'il  s'agit  de  décompoler  une  fonction 
fractionnaire  proprement  dite ,  dont  le  dénominateur  ne 
renferme  que  des  facteurs  premiers  entr'eux  ,  en  autant 
de  fradions  partielles  ,  qu'il  y  a  de  fadeurs  dans  ce  déno- 
minateur ,  il  eft  vifible  que  la  décompofition  ne  peut 
s'effeduer  que  d'une  manière  ;  mais  il  en  eft  autrement 
lorfque  la  fondion  renferme  un  entier  ;  car  alors  on  peut 
fuppofer  indifféremment  que  l'une  quelconque  des  fradions 
partielles  réfultantes  delà  décompofition  contienne  cet  entier. 

Si  la  fradion  fuppofée  irrédudible  ,  ce  qui  eft  toujours 
permis  ,  renfermoit  dans  fon  dénominateur  des  fadeurs 
éc^aux,  tels  que  {p  —  qtY  ^  qu'on  l'égalât  à  la  fomme  des 

£>'  J  S  C  K 

fradions h H ;  H- "**  T«    En 

p—qi        p  —  qi      j-qi  ^     ,    V        ,   . 

les  réduilant  a  un  dénominateur  commun  &  égal  a  celui 
de  la  fradion  propofée ,  le  numérateur  de  la  fradion  ré- 
fulrante  auroitnéceflairement  le  fadeur/?  —  q\  commun  avec 
le  dénominateur.  Donc  cette  dernière  fradion  pourroit  être 
réduite  à  une  plus  fimple  exprcffion,  &:  ne  pourroit,  par 
conféquent,  être  égale  à  la  première,  qui,  par  hypothèfe 
eft  irrédudible. 

ff)  Art.  4<î.  Prenons  au  lieu  de  —  =  — _  (A/^ étant = 

(F  —  qiYS)  h  quantité  ---  ou  plutôt  ^/Z^^ys^'  y 
égalons  cette  quantité  à  (^:^"?^  ^  ^"^ï  ^  ^*  ■^°"''  "?== 

M±k{p  —  qiys  __  __A B_  ^^ M±k{p-qiys -J S-{p- q^)BS 

(p  —  qiys  (p  —  ny     p—ii  ip-iiY  s  . 

11  eft  clair  qu'en  divifant  par  /?  —  q^^  &c  faifant  ^  =  ^  ^ 
on  aura  pour  déterminerai  l'équation  M — AS z=zO,  comme 
fi  le  numérateur  eut  été  Amplement  =  M. 
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CHAPITRE    III. 

fgj  Art.  51.  Soit  y  =  ]/"  ( — p  H-  q:^  — PW)-  Pour  favoir 
dans  quel  cas  la  valeur  àe  y  fera  réelle  ou  imaginaire,  job- 
ferve,  1°.  que  pour  qu'elle  foit  réelle  ,  la  quantité  —  p  -\-  qr 
—  ^W*  4^^  ^^  ^°^^  ^^  radical ,  doit  être  >•  o  ,  ou  r^:^  —  q^ 
<-£,    ou    „_i5+il<tlri£:,oaenfin(^-^). 

■<  ^ ^.  Or,  le  premier  membre  étant  le  quarré  d'une 

quantité  réelle  efl:  néceiïai rement  pofitif.  Donc  à  plus  forte 
raifon  le  fécond  doit  l'être  auffi.  Donc  q*  doit  être  >.  40/-. 
i°.  Pour  que  la  valeur  de  y  foit  imaginaire ,    il   faut  que 


4'" 

{kj  Art.   53.  En  faifant  — — ''  =  m.  Se  liZLi  __  /^ ^   qj^ 
peut  prendre  pour  quantités  inconnues  les  rapports  ~  6c  — 
qu'on  trouve ,  favoir  le  premier  -=—^ç,  6c  le  fécond  — 
=  37 — y    luDltituant     ces     valeurs    dans    1  équation 

aq+r  tcq — y.q-hr  aq  —  vq+r 

«?  —  ^?  «?—  vl 

^by^l      P       ^cyy^       ^      ^  6cc.  elle  fe  changera  en 
celle-ci  : 

fin  ,n 

Ai'"^Byf-i         "-' ^Cy  i  ""^-t-Scc.  = 

{a  —  y)n 

ay'-^by^l  -^cy'^i     ""^    -H  &c. 

D'ailleurs  p  ^  q  6l  r  font  des  nombres  entiers  ,  qu'on  peut 
même  fuppofer  premiers  entr'eux.  Cela  pofé ,  fi  on  faifoic 
p  =  k  (et  —  cK   à  caufe   de  -  =  — ^^,  on  auroit  q  ^=  kn^ 

p  ce  —  o  -t  ' 

&  par  conféquent  r  =  k  (a.  m  —  Cm  —  <^n).  Donc  p  ^  q  6c  r 
auroient  un  fadeur  commun  k  ;  ce  q^ui  eft  contre  l'hypothefe. 
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Donc  /(:  =  1  ;  donc  p  ==  et  —  Ç  ;  q  =  n  ;  Sc  r  :=  ^  m  —  Cm 
—  £s/z.  *  Un  i-Aifonnemenc  fembUble  aura  lieu  pour  la  féconde 
fuppofition  - —  z=  m  6C  ^ =  n. 

(i)  Aax.  54.  Au  lieu  d'augmenter  ou  de  diminuer  l'une  & 
l'autre  variable  d'une  conftante  ,  il  fuffira  d'augmenter  ou  de 
diminuer  feulement  l'une  des  variables  y  ou  ■[  d'une  quantité 
quelconque,  qu'on  déterminera  après  la  fublitution,  en  éga- 
lant à  zéro  la  fomm^  des  termes  conùants  ;  ce  qui  efl 
toujours  permis,  puifque  la  confiante  eft  arbitraire. 

(k)  Kkt.  55.  Ces  cas.  Se  tous  ceux  où  la  fomme  àes 
expofants  des  variables  de  chaque  terme  dôme  deux  dimen- 
fions  différences ,  font  renfermés  dans  la  formule  de  l'Article 
53  ;  il  n'y  a  qu'à  fuppofer  q  =p  =  n  =ct  —  Ç, 

CHAPITRE    IV. 

(l)  Art.  66.  Pour  avoir  en  général  l'expreffion  du  coeffi- 
cient de  :{''  dans  la  férié ,  qui  réfulte  du  développement  de  la 

fraction  '■;  on  fe  rappellera  qu^  '  ==(i — ^)-'"=i-+. 
Donc  le  coefficient   d'un   terme  quelconque  fera  .... 

/n.m-|-i.m-t-2,m-f-3 m+n — i  m.m-i-i.m-i-2. ....  .n.n-i-i n-i-m — r 


1.2.      3...7n — i.m n  1,2,   3,.,.m— l.m n — i.n 

n-f-i.n-t- 2/2-1-3 n+-m — i 

1.2.   3 m — 2   .    ra^i 

Il  eft  aifé  de  conclure  de  là  l'expreflion  générale  du  coef- 
ficient d'un  terme  de  la  férié  ,   qui  provient  de  la   fra(flion 

a-hb7^-i-....-i-lci'"'' 

Aii.T.;î7.  Soit  y,  une  fonction  de  la  variable. y,  8c  repréfentons 
par  y',  y"j  y  ",  y'%  &.C,  les  nouvelles  fonctions  qui  réfultenc 
de  la  première  ,  par  la  fubftitution  de  x-{-6  ,  x-^-i  b  ,  X-+-3  b, 
X  -H  4^,  &c,  à  la  place  de  x.  La  fuite  des  différences  pre- 
mières feraj' — y  »y — y'yy"' — y"->y'^ — y"'->  ^'^'■>  °">  ^'* 

défignanc 

*  On   ne  fait  point  «  —  Ç-=n,  pirce  que    cela   donneroit  p  ■=:  q  ;   ce  qui^  eft 
un  cas  particulier,  &  que  dans  la  formule  générale  on  fuppofe />  ditféreat  de^. 


J 
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defignant  par  a  la  difFérence  d'une  fondlion  variable  quel- 
conque ,  ou  l'accroiflemenc  qu'elle  reçoit  par  la  fubftitution 
de  \  ■+■  /^  au  lieu  de  x ,  fera  aj/,  ^y\  ^y'\  ^y'"^  ^y"->  ^^-  On 
aura  donc  Ay  =y — y  ;  ^y'  =:y" — y' ;  ^y"=y"' — y";  &:c. 
Or  la  diflérence  féconde  que  je  repréiente  par  aav  ou  A'y, 

==  (y"- y')  "  (y— y)  ^y!'—y'==^  ^y-  ^^^c  a  v=  ^y ..  ^j. 

De  même  la  difl-érence  troilieme  a'^  =  r  ^y'" — yj—^y — y^j 

-  [(y" -y') -  (y'-yn  =  [a/- a/]-  [a/- ^y]^^ 

donc,  à  caufe  de  ^y" —  ^y'=  ^'y',  on  aura  A'y=A*y' — aV, 
On  trouvera  pareillement  a '"y  =  Ay —  a'^. 

Cela  pofé ,  foity  =  x"'j  comme  y'—  fx-+-èj"'i  y"r=  fx+ièj"'; 
y'"=  fx  -h  3  èj'^,  &c  ;  en  développant  les  puiirantes ,  nous 
aurons 

•^  X  ï.a  I.    a.    3 

y"=x^-^ -. IX"'-' 6-^-"^^^^^:=^  4.v'"-'^^+'"-'"-^-'"-^ 8x"'-'^'-i-&c. 
^  1  1.2'  I.    2.     3 

•^  1  ■'  1.2  1.2.3' 

y"'^x"'-h-.AX"'-'é-h'"-^^^^^  l6x'^-'6*^'"-^^^^^^^^  Ô^X^-'é'-^&CC. 
■^  I    ^  1,    1  I.   2,   3       ^ 

£^c. 
Donc 

-^         I                     1.2                           1,2.3 
A  y  ==  —  X    ^?  H X  X     b  -\ IX     '  /7'  -f-  <XC. 

•^  I  1,2-'  1.2.3' 

^'  1  I.     2  -'  1.     2.        3  ' 

Ay'"=  — jc      ^4- -IX     b-\- —37*      'o*-i-*XC. 

^  1  1,2'  I,    2.       3  ^*  ' 

&c. 

•^  I.    2.    3 

■^  I.    2.     3 

A^y"  =  ;72./72— i.x™-^^*  ►+---'"" ---^-  18  x'"-'^'-h6cc. 

•'  I.    2.     3 

&:c. 
EuLER  ,  Introduclion  à  l'Anal,  infin.  Tome  I.     a  R 
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m. m —  I . m — 2 . //2—3  ■ 


A'y=/;?.;;z— i.TO--2..v'"-'/^'H i-  x6  x^'^ b^-\-tcc. 

y  I.  2.      3.     4        -^ 

I     /  m  -lit        m. m — l,m — 2.w  — 3.    ,        ,„  a  t „ 

L^Y=m.m — \.m — i.x'^^^'H —  6ox^''^  b'^ -k-^C, 

J  I.   2.        3.      4 

&:c. 
h^y  =  m  .m  —  i  .m  —  z  .m  —  5.  x""'^  b'^-^  dcc. 

&c. 

On  voit  à  préfent,  fans  aller  plus  loin,  que  la  différence 
/ri'  de  y  eil  une  quantité  conftanre  m  .  m  —  \  .m  —  1  .  .  .  . 
z  .  ib"^.  Donc  la  fuite  ^'^  -4-  (a  -{-  bj'"  -^  ( a  -\-  ^b )"" 
^  fa  ~+-  j  b)""-^  ôcc,  repréfente  une  progreffion  de  l'ordre  m, 

(m)  Art.  71.  Comme  la  plupart  des  traités  d'Algèbre  ne 
donnent  la  démonftration  du  binôme  de  Newton  que  pour 
le  cas  où  l'expofant  de  la  puiffance  eft  un  nombre  entier 
pofirif ,  on  ne  fera  peut-être  pas  fâché  de  trouver  ici  que  la 
même  formule  s'applique  aux  cas  où  l'expofant  m  eft  un 
nombre  fraéïionnaire  pofitif,  ou  un  nombre  négatif  quel- 
conque. Nous  nous  contenterons  de  confidérer  le  binôme 
I  -f-  jc,  parce  qu'il  eft  facile  de  ramener  tous  les  autres  à  cette 
forme.  Pour  abréger  le  calcul ,  repréfentonspar  [/«]  la  foniftion 
de  x_,  qui  feroit  le  développement  de  la  puiffance  /«  de  i  +x, 
fî  m  étoit  un  nombre  entier  ;  c'eft-à-dire ,  foit  [//2]  :=  i  ~\-mx 

.4-  m  . jc^  -4-  ôcc,  m  étant  un  nombre  quelconque.  Soit, 

par  la  même  raifon ,  [n]  une  fon£lion  femblable  de  Jc,  ou 
une  fuite ,  qui  exprimeroit  la  puil]"ance  n  développée  de 
I  -4-x,  fî  n  étoit  un  nombre  entier.  Comme  en  général  la 
forme  du  produit  d'autant  de  polynômes,  qu'on  voudra,  eft 
indépendante  de  la  valeur  des  quantités  littérales,  c'eft-à-dire 
que  la  combinaifon  des  lettres  ,  qui  entrent  dans  les  termes  du 
produit  refte  la  mêm.e,  quelque  foit  la  valeur  de  ces  lettres, 
il  eft  évident  que  fi  on  peut  obtenir  la  forme  du  produit  de 
[/Tz]  X  [/z]  j  lorfque  m  &c  n  expriment  des  nombres  entiers,  la 
même  forme  conviendra  aux  cas  oii  m  èc  n  font  des  nombres, 
fratftionnaires.  Or  dans  le  cas  oii  m  &c  n  font  des  nombres  en- 
tiers ,  on  a  [ot]  =  ^i  -t-  xj'"  &c  [n]=fï  -+-  jcj".  Donc  ,  dans 
ce  dernier  cas  [m]x[n]  =  fi~^-  xj'"  x  fi  -H  x)''^=  (i  +  x)""  +  "- 
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.      /-        .  1  (m-i-n)(m-i~"  —  i)      j.n,  r         .        i 

=  1  -^  (m -i- n  J  X  ~i- — i  ocM-i^c.  =  [m  +  «]. 

Donc  aufîî  [m]  x  [n]  =  [m-{-n]  dans  le  cas  oli  m  6c  /z  font 
fractionnaires.  Par  la  même  raifon,  on  aura  [m]  x  [n]  x  \^p]  = 
[/«  -h /2  -f-/7  ] ,  6i  en  général  [m]  x  [//]  x  [p]  [q]  x  &:c.  =  [m  -+-n-^ 
^-r-^-h&:c].  Soità  préfent  OT=/z  =^=^  =  Ôlc  ;  ôcÂ:  le  nombre 
des  tacTreurs  [m]  ,  [n]  &cc  :  on  aura  évidemment  [ot]*  =  [km]. 
Mais  comme  k  eft  un  nombre  entier  pris  arbitrairement,  on 
peut  le  fuppofer  tel  que  km  loit  un  nombre  entier,  &c  alors 
[km]=(i  -i-  x/"".  Donc  [mf=fi-i-  x/"",  Sc  extrayant 
de  part  &:  d'autre  la  racfne  k  ;  [m]  ^=  fi  -i-  xj"",  m  étant  une 
fraction.  Pour  démontrer  le  cas  où  m  eft  un  nombre  négatif, 
il  fuffit  de  reprendre  l'équation  [/?;]  x  [/z  ]  =  [ot  H-  «],  qui, 
en  fuppofant  /z  ;=  —  m^  devient  [w]x  [ —  m\  z=[m  —  m] 

,  1  /m. — in)  (m-m-l)      ,  „  t>  ,  , 

=  \ -\- (m  —  m)  X ->r-  ^ — 7—^  x'  -h  Scc.  =  i.  Donc  [ — m\ 

On  peut  faire  voir  encore  aiTez  facilement,  par  le  moyen 
des  logarithmes,  que  la  même  formule  du  binôme  de  Newton 
s'applique  au  cas  oii  l'expofant  m  eft  irrationnel.  En  effet ,  foit 

( I  H-  X  )^^  "^  =1  -\-A X  +  5  x'  -h  Cx'  -+- i?  :à  -f-  &;c.  ;  on  aura 

V 

aufll  (  1-4-  :c  -4-7  jV'"  =  i  -}-  y=f  (-"^^+y)  -^-  5  (-'^-Hk)''  ^  C  (x+y ? 
-f-Z)  (xH-y)* -H  &:c.  Divilant  la  féconde  équation  par  la 
première  ,  &:  faifant  attention  que  le  fécond  membre  de 
la  féconde  équation  =  i  -f-  ^x-+-5x*-f-  Cx'  -f-  &:c.  -j- 
y  {A-^'  r  5x-h3  Cx"  -t-  4  Z>  x'  -f-  ficc.)  -f-jK'  x  &c;  on  trou- 

^^^^  (  ^, y_2\/m^^  j  j(^-Hg;e+3Cv^+4gA-'-!-&c)-{-j'x&c4-ccc, 

&    en    prenant    les    logarithmes    de    part   &    d'autre   (//« 

Vi  H-x        2(n-x)="^  V  l-l-y^.v-|-BAr^-t-CA;î-(-£>.ï4  +  &c. 

— j/^  X  Sec  -t- &c.  Divifant  par  y  ;  fuppofant  enfuitey  =  o 
ôC  faifant  difparoître  les  dénominateurs  ,  on  aura -^-Tz-hy^^OT. 
X  -{-  5  ^  ;7z.  x'  -h  C(/  m.  x'  H-  Z)(/  ;n.  x^  H-  &c.  = 

\A-\--lBx  h-  5  Cx'  -i-  4  Dx'  4-  5  £'x*4-  fcc.i  pj  j 

\     ^Ax-^x  Bx^  4-  3 Cx'  4-4 £>^*4-  &c.  j  ^'^"'^  ^ ^ 

zRij 
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4  I.     a.         3,       4  y  ^  ' 

,      ,    ^/  ,      &^m  .^//n — 1.      ,  yJm  ,fJm—\Jj m—%.      ,  „ 

I   H-t//7Z.  X  ■+.  -i ?^ jf»  ^  _V_LV î!^ jf3  ^  g^ç 

'^  I.      Z  I.         2.  3 

Il  efl:  inutile  de  faire  obferver  que  la  même  démonftration 
lubfifteroit  quand  nièmey/m  feroic  imaginaire,  donc  la  for- 
mule du  binôme  de  Newton  a  toute  la  généralité  qu'on  puifle 
délirer. 

(n)  Art.  7<j.  Sans  recourir  expreiïement  au  Calcul  différen- 
tiel ,  voici  comment  on  peut  démontrer  la  loi  de  cette  pro- 

grelTion.  Soit  ^ — ,    .  ,    ^  ,^^.  =  i  -4-  ^  r  -H  5  ?» 

^  C:^  ~\-  D  T^  -+-  ècc  ;  on   aura  par  la  même  raifon  .    .    . 

C  ^-hjy  H-  D  (^-f-jK)"^-*-  Sec,  quelque  foit  la  valeur  dey. 
Faifons,  pour  abréger  ,  Z  =  i  —  «:{  —  Ç^* — 7-^'~  "^l* —  &c  ;, 
la  première  équation  deviendra  ou  Z'"'  =  i  ~\-A^-^ 

.S  :{"  4-  C:j'  -f-  D  i^  -^  ^c,  &  la  féconde  équation  ,  qui  eft 
Ja  même   chofe  que 

1 

[l— «^  —  Ç^'— y  ï'— <^î'^ — &c— j(«-f-2f^-t-  3yî^-f-4J'{'-t-&c)— y'  X  &c— &c]^+' 
c=  i+^îH-B?^  -+-  Cj!  +  J^î*  -H  &c  -hy  [A H-  25  î  -f-3  Cî^+  4/?^'  +  &c]-»-j'  y.  8cc 
-J-  &c  deviendra  [Z — j  (a-l-i  Ç^-<-  3  yi['-h4<J'î'  -)-&c)  — v'  X  &c  —  &c]"'"-« 
eu  Z -'"-'-+-  (m-hi)  Z'  "•-^[y(^a-i-  2  b^ -f- 3  y  Ç^ -H  4<?{' -*- &c) -H;y»  X  &C -f- &c 
-1-y*x&c-+-&c]  =  Z-'"-'-t-;y(y4-(-  aif^H- 3C;[' -f- 4/3^'  -f- &c)  -  j»     &C-J-&C. 

Retranchant  départ  6c  d'autre  la  quantité  Z""'',  divifant  le 
refte  par  j,  qui  eft  fad:eur  commun,  &  fu.ppofanr  j)/ ^=0, 
ce  qui  eft  permis ,  puifque  l'équation  eft  vraie  indépen- 
damment de  la  valeur  dej/;  on  aura  {m-^  i)  Z''"'"  (=<-+-  2  ?:j 

multipHant  enfuire  chaque  membre  par  Z  &  fubftituant 
pour  Z"""-'  ôc  pour  Z  leurs  valeurs  refpeclives  i  ~hyi:ç^-{-B:^ 
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la  dernière  équation  deviendra 

(m-Hi)(«+2^î-»-3  vr -^-4'^î' ^-&<:)  (' +  ^î+ ^  î^  +  ^î' +^î'+ Sec.) 

Effectuant  les  multiplications   2c  ordonnant  par   rapport 
à  :^,  nous  aurons 

-t-(7n4-i)«C^'-f-  &c. 
-h  Sec. 

—  3  "  Q' —  ^^* 
—  ècc. 

Donc 

_^  __  {m+i)  et 

(m  -+-  2)  «^+(iw-<-2)S 
Jj  =   ^^ 

L  —  j 

JJ  — - 

&C. 

Et  en  général ,  n  étant  l'expofant  de  Z  dans  le  terme  Ni\ 

i  //  -h  &c. 

CHAPITRE     V. 

(^oj  Art.  91.  Pour  que  la  quAnùté  ay*-\-iyi-¥-cyx-+-c^xi 
►f-  ejc^  ^/?*  pût  être  repréfentée  par  le  produit  fjy-i-'^i-^'ix) 
/S'y  _4-  s  r  -h  <■  X J  ;  il  faudroit  qu'on  eût  l'équation  de  condition 
^^'»_i_  ^b^^fc''—  4a  ef —  bcd-==o.  On  peut  s'en  convaincre, 
en  faifant  la  multiplication  indiquée,  égalant  les  coefficients 
des  produits  fembiables  des  variables ,  ôc  traitant  Tuivant  le& 
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règles  ordinaires  de  l'Algèbre  les  fix  équations ,  qu'on  trou- 
vera. Mais  il  fera  plus  commode  de  décompofer  la  quantité 
a  y*-h  h  y  ■{  -f-  cxy  -f-  dx  ■{-\-  ex  x  -\-  fw  en  deux  fa^leurs , 
en  la  traitant  comme  une  équation  du  fécond  degré  &;  regar- 
danty,  par  exemple,  comme  l'inconnue  ;  ce  qui  donnera  les 
deux  fadeurs  y  H h  ^-^^^ -— ^^ -^-^ 2:i>x_j 

^  la  la 

br-^-cx  I   iXr   ,  ,^,  bc — 2ad  .  b- — Aaf    ,\"1 

OU  y  -^  -^^— .  +  -^[c'-4ae)[x^-^ix.i.^,^^-+-^-^i,t)i' 

Or ,  pour  que  ces  fadeurs  puiflent  être  ramenés  à  la  forme 
aj  -h^i-hyx i  Se  Sj  -{-ii-h^x,'û  faut  qu'il  n'y  ait  fous  le 

radical   ni  a:  ni  ^;   ce  qui  exige  que  x^  -+-  z  x    ■/._^lj  ^H- 

i'  —  4af     ,    r   •  '       o  r'  ^"  —  A'^f 

- — ^^—\  ^  loif  un  quarre  ,  ce  que  par  conlequent  — — — -  î[^= 
(iZTYeY^'^  ou  que  a  d^-^  cb"- -^fc-  —  A-aef — bcd=o. 
Ainfila  quantité  dont  il  s'agit  feroit  =  Fû  y -f- T ,~''^  ■\) 

^  •^  L    '^  V.  2         î'/C"^  — 4<ie)/ 

i  -^  (— . —  )  -^  J  ^  L  >^  -^  t -f-  ..V(c--4.;.))  ^ -*- 

\  za  y        J  ^  '  %  2V(c'— 4^^' 

c  — y/Ç'^'  — 4''0.    IV  __  T  .  j  :==  A  _i ^'^  ~H£-  '  Y c4- /(<:'— 4.1g) 

^*  1  '  ■■'  ■  aj"^  MV'fc-— 4.K)'  "  i^        "• 

CHAPITREVI. 

(p)  Art.  97.    On  fait   qu'en   général   l'expreffion  a~^  o\x 

y^û"",  m  bc  n  étant  des  nombres  entiers  ,  renferme  un 
nombre  n  de  valeurs  difrérentes.  Mais  une  quantité  irra- 
tionnelle ,  telle  que  V^-j  n'eft  pas  exprimable  par  une  quantité 

de  la  forme  —  ;  on  n'en  peut  obtenir  qu'une  valeur  ap- 
prochée au  moyen  des  décimales  ;  on  ne  peut  donc  pas 
dire  que  le  nombre  de  valeurs  renfermées  dans  av^'',par 
exemple ,    foit  déterminé  ou  aflignable. 

De  plus ,  puifqu'il  n'y  a  pas  de  raifon  de  concevoir  pour  la 
valeur  d'une  quantité  irrationnelle  ,  quelque  approchée  qu'on 
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la  fuppofe  ,  une  fraclion  dont  le  dénominateur  foit  plutôt 
pair  qu'impair  ,  ou  réciproquement ,  il  s'enfuit  que  a  étant  une 
quantité  négative  èc  -^  une  quantité  irrationnelle  ,  on  ne  peut 
iavoir  lî  dans  ce  cas  a''  reprélente  une  quantité  réelle  ou  non. 

CHAPITRE     VIL 

fqj  Art.  I2Î.  ■'^  Dans  l'hyperbole  équilatere,  dont  la  puif- 

fance  =  i  ,  on  a  l'équation  xy  =  i  ,  ouj'  =  —,    Si  on   veut 

avoir  refpace  afymptotique  terminé  par  deux  ordonnées , 
dont  la  plus  voiiine  du  centre  ==  i  ,  par  la  portion  de  la 
courbe  correfpondante  &L  par  la  partie  ^  de  rabfcifle  totale 
X ,  comprife  entre  ces  ordonnées  ;  on  imaginera  cet  efpace 
partagé  en  une  infinité  de  petits  rectangles  ,  dont  les  bafes 
prifes  fur  la  ligne  des  ablciflës  foient  égales  entr'clles  &  infi- 
niment petites;  je  les  repréfente  par  e  ;  il  eft  clair  que  la 
furface   du   premier  ,    à  compter  de   l'ordonnée  =  1  ,  fera 

— ^.    celle  du  fécond  ,  celle   du  troifieme  — ^  ,  &:c. 

z  -i-  e  l-l-2e'  1-4-5«' 

Donc  l'efpace  total  =  e  {  — 1 1 —  ....  H ^^ 

=  (  en  réduifant  chaque  fraction  en  férié  )  e  (  i  -f-  i  H-  1  -t- 
1  +  ÔCc.  )  —  e^  ^  I  H-  2  H-  3  -h  4  + -H  -7)  -H  e' 

(I'^-l*+3'^-4'-^-....-^--JJ-)  —c^  (i'-Hi'-i-3'-h4'-f-.... 

-4-  ^)  -i-  ôcc.  Or,  en  général  i"'-h2'"H-3'"H-4'"H-5'"-4- 

-f-/z'"=  ^-^  ,  lorfque  n.=  CC.  En  effet ,  le  terme  général 

de  cette  fuite  =  «™.  Si  on  défigne  par  s  la  fomme  de  tous 
les  termes  ,  &;  par  s'  la  fomme  de  tous  les  termes ,  excepté 
le  dernier  ,  &;  qu'on  fafle  s  =^  A  /2"+'  y  il  eft  évident  qu'on 
aura  s'=-A(n — ij'"+' ;  mais  s — s'  ou   (m -\- ij  A  n™  = /i"' ;. 

donc  A  =  ;   donc    s  =  —  .    L'efpace  afymptotique  „ 

f  Cette  note  fuppofe  qu'on  a  vu  les  ScdLons  coniques. 
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donc  il   s'agit,  fera  donc  =  c. -f  — '-^ -t- '^  — '^  ^- &C. 

=  7— ^-i--^—  ^-4-  -^-  — &:c.  =  /A-t-7j  =  /.x.  Doncles 

efpaces  afymptotiques  comptés  depuis  l'ordonnée  =  i  ,  font 
exprimés  par  les  logarithmes  des  abfciiïes  totales  correfpon- 
dantes. 

CHAPITRE     VIII. 

(rj  Art.   137.  Puilqu  on  a  cot  1  =  ^ ^—  ,   on   en 

conclura  i  coti  =  coi^i —  ^~^  ou  (cot-^i/ —  zcoti.  cot\7^ 

=  î.  Donc  cor  7  :(  =  cot  \  ~\-  V 1  -+- (cot  O'  =  co;  ^  -H  co/^c.  ^. 
Donc  co/t'C,  :(  =  co;  Y  :^  —  cot  7^. 

(s)  Art.  139.  Il  n'y  a  pas  de  doute  que  la  formule 
{cof\  +  ^ —  ^fi^^  0"=  cofn^  +  l^ —  I  .fin  «  :^ ,  ne  s'applique 
aufîi  aux  cas  où  n  eft  une  fraction.   En  effet ,  foit  /z  =  — , 

m^  deviendra  —  j  foie  :{'  ce  dernier  arc;  on.  aura  ^=im'^y 

&  la  formule  deviendra  (cofm  -(^  +  V —  i  .fin  m  t^)  iir  =  fcofi-^ 

Hj  V —  I .fiin  vl);  ou  cofim'(±^  V —  i .fim m'^=  (cofT^  +  j/"—  i . 
finr^)""-^  équation  vraie  qui  légitime  la   luppofition   faite. 

La  même  formule  aura  encore  lieu  pour  le  cas  où  n  eft 
négative.  En  effet,  ( co/:(  +  v'' —  i  fiin  iT^cofii  —  j/"—  ifiin  lY"- 

=  [(coAr-i-  (y?«^^;]^"=  i^Donc  ,^^^^^;_,^„^^..  ou  [cofi 

•±^V — lyz/z  ^ )■"'"  =  (co/'^  +  i/" — ifin^y";  &  extrayant  la 
racine  quarrée  de  part  èc  d'autre  {cofi^^i/' — 1  fin  ^)—'^ 
==•  (<^o/l+  ^ —  ^  fi'^l)"  ='  cofni^  V^ —  I.  fiin  ni  =  cqf 
( — n  ^)zt/ — ^fi"-  ( — ^V'  Enfin  la  formule  {cofi^^\/ — ^fin^f 
=  coJn-^^V — i.yZ'z  n-^a.  auffi  lieu  lorfque  n  eft  irrationnelle, 
puifque  l'une  &  l'autre  exprelTion  fe  réduit  à  ei"îv'— '. 

CHAPITRE    IX. 

(t)  Art,  ijo.  On  n'a  trouvé  dans  l'Article  cité  148  deux 

équations 
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équations  différentes ,  que  parce  qu'on  y  a  fuppofé  l'exiftence 
d'un  fadeur  double  ;  par  conféquent,  s'il  arrive  que  les  fubf- 
titutions  ne  donnent  qu'une  équation ,  on  n'a  pas  le  droit 
d'en  conclure  plus  d'un  facleur  lîmple. 

(u)  Art.  154.  Ce  feroit  ici  le  lieu  de  prouver  qu'en 
général  toure  fonction  entière  peut  être  réfolue  en  facteurs 
réels  ,  fimples  ou  doubles.  Dalembert  a  démontré  le  premier, 
cette  propolîtion  importante ,  dans  les  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Berlin ,  que  pourront  conlulter  ceux  qui  feront 
curieux  de  connoître  fa  démonftration  ;  mais  elle  fuppofe  la 
théorie  des  courbes.  On  en  trouvera  à  la  fin  de  la  note  fui- 
vante  (v)  une  beaucoup  plus  fimple ,  que  j'ai  extraite  àes 
leçons  du  C.  Laplace  ,  imprimées  dans  le  Journal  des 
Séances  des  Ecoles  normales. 

CHAPITRE    X. 

(v)  Art.  \66.  On  pourra  trouver  ces  formules  de  la  ma- 
nière fuivante  :  foit  Z=  i  -k-  A\  +  B-{^  +  C:['-t-6cc, 
=  (i  -f-*:()(iH-é':{)  (  I  -^y\)  &c  ;  &:  Z'  ce  que  deviennent 
ces  quantités  en  mettant  \  -^  y   à  la  place  de  ^.  On  aura 

Z  i-f-aî  i-+-bî  i-+-yî 

/Ci^._ll.)+/Ci-^iJLW/(i^_v2L)^&c.0f,Z'=Z-f-y 
{A  -4-  i^^-H  3  Cf  -t-  4^:^'  -+-  acc  )  -i-y  X  Sec  -h  &c.  Donc  Ç 

,     ^'(^-♦-2674.3  c?'  -(-4Z)^!-f-&c)-H>*  X&CH-&C     „      ,      Z' 

=  1  H -^ ^  ^-  z' 

^j.(yf-t-2B,f  +  3Ct'+4P^'  +  &0-Hy'x&c-f-&c. y^  /^^^ ^Cc)  -4-  ÔCC 

=  ^-y —  -^,  _H  &c  +  -i^  -  /4-r  -H  &c.  H-  -^y^ 

r^TTJ  -4-  ôcc-f-  2ic.  Divifant  par  y  &c  fuppofantj'  =  o, 

ce  qui  eft  permis  ,  puifque  l'équation  eft  vraie  indépen- 
damment de  la  valeur  ^e  j  ,    on  aura 

z  n-«^        i+ôç        i+vl       i-H^î 

EuLER,  Introduclion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.     2  S 
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ou  A-\-zBi-^}Ci'-\-^D7^'^<iEi'^tcc  =  Z  {  — 

-4-  -^  H ^^H r  -+-  Sec.  ^    ou  bien    (  en    mettant    à 

la    place  de  Z  fa  valeur  ,    en  développant  les  fraftions    en 
lé  rie  s  ,    &  ordonnant  par  rapport  à:^^)  = 

^    -+-&C. 

Donc  enfin 
'^  +  a^î -h  3  q»  4- 4Z>ï' ^  &c  =  Z'+y^/'î  +  BP^'-I- CPî' +  Z?Pî'+ E/'î' -I- &c. 

—  Qî— ^Qî'— ifQï*  — CQî«  — ^Qî'  — &c. 

^-  /?î'  H-  ^/e^i  H-  MRi^-i-  C/?î'-+-  &c. 

—  5^'  —  ^5^^  —  i^^î'  —  &c. 

—  Fi'  — &e. 

D'où  l'on  conckid 

P  =  A 

Ç=^AP—iB 

R  =  AQ  —  BP-^3C 

S  ^AR—BQ-^CP  —  4D 

T  =  AS  —BR-hCQ  —  DP-h^E 

f^^AT  —  BS  -^  CR-DQ-hEP^6F 

&c.  =  Sec. 

Et  en  général,  C\  on  repréfente  par  5^"^^^"  — '^  .  .   .  j  ,  îa 

fomme   des   puUranccs  /z,  /z  —   i, i  ;   on  aura 

l'équation 

5  ")  =  ^^''-''— 55<"-'--f-Ci<''-3'  .  .  .  +Zi+/zM; 
z  marquant  la  femme  des  produits  différents  qu'on  peut 
former  avec  les  lettres  ",  ^,  >  ,  -J",  5,  &;c,  prifes  /i—  i  kn~  i, 
chacune  des  lettres  n'entrant  qu'une  fois  dans  chaque  combi- 
naifon  ;  &;  A/  marquant  la  (omme  des  produits  difFérents  qu'on 
peut  former  avec  les  mêmes  lettres ,  en  les  prenant  n  à.  n.  Le 


ET       ÉCLAIRCISSEMENS.  313 

figne  —  convient  aux  cas  où  n  eft  pair,  &  le  figne  -H  aux 
cas  ou  n  eft  impair. 

Il  eft  aifé  de  voir  que  les  coefficients  v4,  5,  C,  D  ,  6ic. 
de  l'équation  propofée  ,  font  Aes  fractions  invariables 
des  quantités  a,C,>,<r,&c;  c'eft-à-dire  ,  des  fonctions, 
qui  reftent  les  mêmes  ,  lorfqu'on  y  change  ces  quantités  l'une 
en  l'autre  ;  par  exemple  ,  a  en  C  &;  réciproquement  ;  «  en 
ôcc.  On  voit  encore  que  les  puiftances  entières  bc  politives 
du  même  ordre  de  c&s  mêmes  quantités,  favoirP,  Q^R,Si 
&c ,  en  font  aulfi  des  fonctions  invariables,  &  que  de  plus 
ces  puillances  font  des  foncl:ions  rationnelles  des  coefficients 
A^B  y  C,  &:c.  Il  eft  inutile  d'obferver  que  fi  au  lieu  de 
l'équation  précédente,    on  avoit  celle-ci  :  x" -4-p  jc  "  ~  ' -f- 

qx"  -^  H- -\-  h  =  o',  la  même  chofe  auroit  lieu  à 

l'égard  des  coefficients  comparés  aux  racines  a,  b ,  c ,  d ^ 
6cc ,  de  l'équation  ;  &  à  1  égard  des  puiftances  femblables 
des  racines  comparées  aux  coefficients  p  ^  q ,  r^  s  ^  &cc.  Je 
remarque  à  préfenc  que  a^  b ,  c ^  d,  Sec ,  délignant  toujours 
les  racines  de  l'équation  propofée ,  on  pourra  obtenir  la 
fomme  des  termes  de  la  forme  a""  b'^'^on  a"^  b""'  c""\  ou 
&c,  en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  l'équation. 
Cherchons  d'abord  la  fomme  des  termes  de  la  forme  a""  b  ""  ; 
je  multiplie  la  fomme  des  puifTances  a'^  par  la  fomme  des 
puifTances  a^' ;  le  produit  fera  formé  de  la  fomme  des  puif- 
flmces  d:  "*  "^  "",  &:  de  la  fomme  desproduitsdela  forme  a'"b"". 
On  obtiendra  donc  cette  dernière  fomme  au  moyea  de 
celle  des  puifTances  ,  Se  par  conféquent  en  fonction  ra- 
tionnelle des  coefficients  ^  ,  ^ ,  r^  j  ,  &c  ,  de  l'équation. 

Pour  avoir  la  fomme  des  termes  de  la  forme  ^'"^'"''c^", 
je  multiplie  la  fomme  des  termes  ^'"^^'"'par  la  fomme  des 
puifTances  a"^";  le  produit  fera  compofé  de  trois  parties, 
favoir,  1°.  De  la  fomme  des  termes  de  la  forme  a'"' /^ '"+'""; 
2°.  De  la  fomme  des  termes  de  la  forme  aJ^b"''  +  '"';  3°.  De 
la  fomme  des  termes  de  la  forme  a^b'^'c^''.  On  pourra  donc 
avoir  cette  dernière  fomme  en  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  l'équation  ;  ainfi  de  fuite.  iS  ij 
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Cela  pofé  ,  nous  allons  pafTer  à  la  démonftration  an- 
noncée dans  la  note  précédente. 

Prenons  une  équation  du  degré  2'^:,  k  étant  un  nom- 
bre impair  ,  &  fuppofons  que  fes  diflérentes  racines  foient 
UybyC^  &CC  ;  il  eft  clair  que  le  nombre  en  fera  l'k;  & 
que  celui  des  fommes  différentes,  ou  des  produits  diffé- 
rents qu'elles  donneront  en  les  prenant  deux  à  deux  fera 
exprimé,  d'après  la  théorie  des  combinaifons,  par  i''~'k('z'k-\J. 
Par  conféquentl  équation,  qui  aura  pour  racinesa-i-^  ■\-maby 
m  étant  un  nombre  quelcoiique ,  fera  du  degré  i'~'  k,  k'  étant 
un  nombre  impair.  De  plus ,  les  coefficients  de  cette  nou- 
velle équation  feront  rationnels,  puifqu'il  n'entrera  dans  leur 
formation  que  des  puiflances  des  racines  a  ,  b ,  c  ,  &Cc  ,  & 
des  produits  de  la  forme  donnée  ci-defTus  ;  û"^%  a"'é""c'^\  &c; 
lefquels  font ,  comme  nous  l'avons  vu ,  des  fondions  ration- 
nelles des  coefficients  de  l'équation  primitive. 

Si  i  =-=  1 ,  l'équation  du  degré  A',  qui  dérive  de  la  première, 
fera  d'un  degré  impair  ,  èc  aura  par  conféquent  au  moins 
une  racine  réelle  ;  &  comme  on  peut  fuppofer  à  m  une 
infinité  de  valeurs  différentes  ,  il  y  aura  aulîî  une  infinité 
<le  fonctions  de  la  forme  a-h  é  -h  mab  qui  auront  des  valeurs 
réelles  ;  &C  parmi  ces  fonctions  ,  il  s'en  trouvera  néceffaire- 
ment  qui  renfermeront  les  mêmes  racines  de  la  propofée. 
Suppofons  a  &L  b  ces  racines  ^a-^b-k-mab  èi.a-\-b-\-m'ab 
deux  fonctions,  dont  les  valeurs  foient  réelles;  leur  différence 
(m  —  m'}  ab  fera  aufiî  réelle.  Donc  ab  &L  a -\-  b  feront  fé- 
parément  des  quantités  réelles.  Donc,  dans  ce  cas,  la  pro- 
pofée aura  un  facteur  réel  du  fécond  degré  x*  —  (a  -^  b) 
X  -\-  ab. 

Je  dis  à  préfent  qu'en  général  la  propofée  aura  un  fac- 
teur réel  du  lecond  degré,  fi  toute  équation  du  degré  i'~'k! 
a  un  fadteur  réel  du  fécond  degré.  En  effet,  on  fait  que  les 
racines  imaginaires  d'une  équation  du  fécond  degré  font  de 
la  forme  «  ^l^  ^j/" —  i  ,  &:  de  plus,  que  de  quelque  manière 
qu'on  combine  des  quantités  de  cette  forme  par  les  opérations, 
ordinaiires  de  l'Algèbre ,  on  arrive  toujours  à  des  réfukats  de,- 
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la  même  forme  ;  d'ailleurs  on  en  peut  voir  la  démonflration 
ci-deirous.  Donc  on  aura,  dans  le  cas  prëfent,  une  infinité 
de  fonctions  a  -\-  b  -\-  mab ,  donc  la  valeur  eft  de  la  forme 
gzhf^ —  ^-  ^"  prouvera  en  raifonnanc  comme  ci-deflus, 
qu'il  y  a  deux  racines  a  St.  b  telles ,  que  a~+-  b  èc  ab  foienc 
de  la  même  forme.  Le  facteur  5c' — fwi'bj  x  -^  ab  prend 
alors  la  forme  x^H-  «  x  -h  f  -h  l/ —  i  .  (a!  x  ^  Ç'J  ,  ou  :x:'"-H 
cix-\~C — j/" —  I  (a!x -{-C').  Donc  l'équation  propofée  fera 
divifible  ou  par  x*-h  aX-^C  -^  y^ —  i  (^'x-^C')^  ou  par 
oc^-h  a  X  -\-C  —  \^ — I  (ol'x-^-  Q'J.  Mais  comme  une  équation 
divifible  par  l'un  de. ces  fadieurs  Teft  auffi  néceOairement  par 
l'autre  ;  &  que  leur  produit  eft  un  facfbeur  réel  du  quatrième 
degré  j  qui,  comme  on  fait,  eft  toujours  réfoluble  en  deux 
facteurs  réels  du  fécond  degré,  il  s'enfuit  que  la  propofée 
eft  décompolable  en  deux  facteurs  réels  du  fécond  deo-ré 
du  moins  s'ils  n'ont  point  de  divifeur  commun. 

Si  les  deux  facteurs  précédents  avoient  un  divifeur  com- 
mun ,  il  ne  pourroit  être  que  t-'x  -\~  C',  puifqu'il  devroic 
divifer  leur  différence  ;  mais  après  la  divilion  le  quotient 
feroit  une  fondtion  d'un  degré  impair,  qui  auroit  par  con- 
féquenc  un  fa6leur  fimple  réel.  Donc  la  fonction  propofée 
auroit  encore  dans  ce  dernier  cas  un  facteur  réel  du  fécond 
degré ,  qui  feroic  le  réfultat  du  produit  de  ces  deux  fac- 
teurs du  premier. 

Ainfi  toute  équation  du  degré  l' k  a  un  fadteur  réel  du 
fécond  degré,  fi  toute  équation  du  degré  z'~'k'  a  un  tel 
fadteur.  De  même  toute  équation  du  degré  2 '"'A' aura  un 
fadieur  réel  du  fécond  degré,  fi  toute  équation  du  degré  i'~^k" 
a  auflî  un  fa£teur  réel  du  fécond  degré.  On  peut  continuer 
le  même  raifonnement  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  l'équa- 
tion du  degré  ih,  h  étant  un  nombre  impair  ;  mais  on  vient 
de  voir  que  celle-ci  avoir  néceffairement  un  facteur  réel  du 
fécond  degré.  Nous  en  conclurons  donc,  en  rétrogradant,. 
qu*une  équation  du  degré  x'k  a  in  facteur  réel  du  fécond 
degré.  Donc,  toute  fonction  entière  d'un  degré  quelconque  ^ 
eft  réfoluble  en  fadeurs  réels,  foit  fimples  foit  doubles. 
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On  voie  en  même-temps ,  par  ce  qui  précède  ,  que  les  ra- 
cines imaginaires  des  équations  des  degrés  fupérieurs  peuvent 
être  ramenées  à  la  forme  A  -4-  B  y^ — i.  Dalembert  l'avoit 
démontré  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  ;  &C 
fa  démonftiacion  s'étend  aux  autres  quantités  algébriques , 
quelque  foie  leur  compofition.  En  effet ,  il  n'y  a  point  de 
difficulté  pour  les  cas,  où  les  imaginaires  font  combinées 
entr'elles  par  voie  d'addition  ,  de  fouftraclion  ,  de  multipli- 
cation &;  de  divifion.  Car,  i°.  a-^  è  V —  i  +  c  ;+  ^  \/ —  i 

=  a-j-c-H(^4-^)V^— I  =^-h5v/— I.   i°-  {a-\-bV—\) 

Vi.-T-^  i;  l— ig-i-ûgV^— I    J  ^       c~hgV—t 

ac  +  hcy'~  I 

■^(c+g/-  OCc-.V-0=  c^+g'  =^-H5/-i.Ilyaun 
cas  qui  préfente  plus  de  difiiculté,  &  pour  lequelle  célèbre 
Géomètre  que  je  viens  de  citer  a  employé  le  calcul  diff*é- 

rentiel  ;  c'eft  celui  où  l'on  auroit  une  puiffance  imaginaire 
de  la  forme  {a -h 6%/ —  i  )g-H/"^-i.  En  voici  une  démonftra- 
tion  qui  ne  fuppofe  que  les  principes  expofés  dans  l'Intro- 
dudion  à  l'Analyfe  inlînitéfimale. 

Je  fais  fa-^è  V —  \)s+'^\'-'^A  -t-  B  \/—  i ',  A  ^  B  étant 
fuppofés  des  quantités  réelles ,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  En 
prenantde  part  &  d'autre  les  logarithmes,  on  7im3.l(A-\-Bv'-\) 
=  fg^h  v^—  i)l  (a^b  V^~  i).  Or,  l(A-\-B  l^—  i) 

^^^  —  t-i^—i  —  il-i-ii  v/  — 1+  &c)  Se  kV—i. 
/  (a-]-b  ■/ — I  )  =  kv^—i  ila-\ v^ — I  H ;  —    -.  y — i 

^  ^  a  ■xa/-  3<J' 

;  -f  —  V—  I  -h  £CC.  ) 


£T      ÉCLAIRCISSEMENS.  ^zy 

Donc 

^  o  ^  2s'-  4a*  '  \a  3«' 

^;:^.  7-a;i^.|  =^  ( /^  4-t/(  i -H '',  ))  —h.Ang.   Tang.t 
^g K—  I  (^'!^.  î"'"'^  î)  +-4»^-  I  (/"J  +  i  / (i  4-  ^;  )). 

Mais  lorfque  les  deux  membres  d'une  équation  renferment 
des  quantités  réelles  &  des  quantités  imaginaires ,  la  lomme 
des  quantités  réelles  du  premier  membre  eft  égale  à  celle 
des  quantités  réelles  du  fécond  membre  ,  &  par  conféqucnt 
celle  des  quantités  imaginaires  eft  auiîi  égale  de  part  &  d'autre. 

Donc  /  v'yi'-i-B'  =g IV^a^-^b'  —  h.  Ang.  Tang.  -  =gly^~^J^^^ 
^- h.  Ang.Tang.—le^  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  =  i  ;  &  Ang.  Tang.  ~  =  giAng.Tang.  -A  H- 
h.  I\/â^Zrb'  ;  ou  enfin  A"" H-  B^  =  {a'' -hé'fx  e —^ h  An^.  Tang.  ~- 
&  ^  =  Tang.  Ang.  (gx  Ang.  Tang  ~-\-  A  / y/— p^T  )  ;  ce  qui 

donne  évidemment  des  valeurs  réelles  pour  /f  èc  pour  B, 
Donc  une  quantité  algébrique  ,  compofée  d'autant  d'ima- 
ginaires qu'on  voudra  ,  peut  toujours  être  ramenée  à  la 
Forme  A-\-B  V  —  i . 

(x)  Art.  i68.  On  a,  comme  on  le  voit  à  l'article  iSi  , 

l'équation  ^^ ;  -{-  — — i-^  — — ,-H  &c  =   '   —  .  m„  ,j.p  m    'y 

ce  qui  donne,  en  faifant  ot  =  i  , 

71- — I  47'— I         9.-!-— I  ikn- — I         iLKn^ — 1  »  .  a- 

^n  tare  —" 
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En  réduifant  chacune  de  ces  fradions  en  fériés,  on  aura 


n' —  I 


__'- = -- -^ -r~  4- -f7  + -Tl -H  T^ -H  ^.  H- ÔCC. 

;J^^_I         4n'-^4'n*^4'«''         4'«'         4'n'°         4'«* 

I     _J_   ._L_j L>L_^  _j_  &c 

^;i^:r7  —  ç,n^  "*"  9^«*  ^  9'«*  ^  c/;i»  ^ 

_   L_=  J-,-i-^,-t-&c. 

Sec.   =  &C. 

Faifant  enfuite  une  fomme  des  termes  de  chaque  colonne, 
&  fuppofanc  ,  pour  cet  effet  ^ 

i-H--i-  -  -^  -V-t--H-&:c  =  ^7r* 

4  9  16  25 

i_l-_L-f--i+-7r  -t- -^  -4-  &c  =  5  TT* 
1-4-    ,-H--t-^H --l-&c  =  CîT« 

0'  16'  2^' 


4>  9'         io>  25» 

&C. 


^^4+ ^^9+  i6t  ^^  25+  ' 


1  équation  deviendra  -— =  --; — i — - — l--^"*"-i — l-occ. 

2  /2  ?<i/J^.  - 

Soit  à  préfent  -  =  .v  pour  faire  difparoître  à  la  fois  les 
lettres  tt  ôc  /z  ,  on  aura -    ou  ^.--^^  =  Ax^-\- 

2  1  M7zg:.  x  aym  x 

Bx^  -\-Cx^  -h  Px'  -4-  &:c ,  que  [tour  abréger,  je  repréfenterai 

par  s.  Auili  j  =  — TthiT^  °"  •^*  /^'^  '"^  "^  ~ y"-  ^  —  i  ^  ^(^J  ^' 
Or  ,  y7/z  X  =  *  .V  —  C  x'  4-  7-  x'  —  <r  x''  -t-  ê  x'  —  &;c  ,  en 
fuppofant  et  =  I  ,  ^  = ,  >  = i  ^= — T"'  ^c. 

ff  1.2.3'  '•^•3-4  5  1.2.3.4.5.6.7 

8c  comme  co/ x  =  i \ -.  -\ r  &:c  : 

-^  1.2    '    1.2.3.4        1.2. .5. 6^^1.2. .7. 8         ' 

on  aura  cof  x  ■=  a.  —  ^C  x*  -\-  <^  y  x*  —  j  ^  x^  -^c^ix^  —  &;c. 

Donc  -  finx  —  -  x  cofx  =  £  jc'  —  2  v  a^  -h  3  s-x''  —  4  é  5c'  -f- 

5  Çx"  —  bLc  =  s. fin  X.  Or,  la  valeur  de  s  étant  multipliée 
pAr  celle  defnxj  donnera 

s  fn  X 
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S  Jînx  =»Jx'-i-  Cl  Bx'-i-  ctCx'-h<tDx^'{'  aEx"-^aFx''  -h'  6cc. 

—  SA—sB—CC—CD^CE    —  &CC. 

-^7  A  -\-  y  B  -^  y  C  -\'  y  D    -4-   5cc. 

^^A  —  ^  B  —  ^  C    —  Sec. 

■+-*  A  -^  i    B    -t-  &c. 

—  K  A    —  &:c. 

-h   &c. 

expreflîon  j  qui  doit  être  égale  à  la  première.  Par  conféquent, 

en  égalant  les  coefficients  des  puiflances  égales,  on  aura,  pour 

trouver  les  indéterminées  A,  B^  C,  &:c ,  les  équations  fui- 

vantes  ,  qu'on  pourra  continuer  tant  qu'on  voudra. 

A  =  C  y  à.  caufe  de  a  =  i 

B  =eA—    ly 

C  =  CB  —yA-i-^S' 

D  =  cC  —  yB-+-s^A-'4i 
E=cD  —  yC-+-^B—t  ^-h5C 
F  =  <:E  —  yD-i~fC—^B-hiA-^6„. 
&c.  =  ècc. 

(y)  Art.  183.  Les  mêmes  fériés  peuvent  fe  déduire  de 
l'art.  \G\.  En  effet ,  la  féconde  combinaifon  de  l'art.  i(ji ,  en 
faifantjj/  =  v  V^ —  i ,  ôc  c  =  ^  v^  —  i ,  donne  comme  on  le 


voit  a   1  article    i<î3,  — >— — 


I     -t- 


fing  frng  i.i.->,fing 


i.î...5/i/ig- 

(j4-_2_V,+_:^yx__:L)(i_^  &c.  Donc 


25^  2g  .  2g  2g 


/«"g^  g-  =^'  — g'  4'>-'— g'  9^^'— g'  16^'— g' 


&C.    & 


_  'S    -   i.    -_5       ^"        __    — ? _i_        ^  5 _|_    g^C. 

ay?/!Ç  ^    "       tr"— g'  4^'— g'      ^     9'="'— ff'  163-»— g' 

Fairant^  =  i^7r\/ — i,  &  par  conféquent^*  =  —  ^w*,  on  aura 
^M^TIT,  -  T  =  -  ^  +  4-q:^.  -  çipr^ -+- 76T*— &c.  Donc 

I  T  I  I  o^      __  J_ bjty/—i    ^ 

H-i»  4-}_i-~T"9-hi'-  i6-)-i'  2*'-  ^b^  fmb-x'f—i^'^ 

\  Tcb  —bx       bx 

TjT  —    i^     _i^     ,  à  caufe  de  7.  fin  b  ^ry'—  i  =  e      -t    ; 

(«      — '  )*'  y/— i      ' 

EuLER ,  Introduclion  a  l' Anal,  infin.  Tome  I.    2  T 
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&  enfin  en  écrivant  b  au  lieu  de  /^*  &  y/  3  au  lieu  de  h , 


\^i 


La    première   formule  de   l'art.  \Gz    i.±fi__  =  (  i<j4) 
L±i ±1- — ±i ,&,  en  faifant  c  =  ^t/-  — i,  &  x  =  ;^ 

24-e  -4-e 

V-i  ;  elle  fe  change  en-^^^^-1-^  =  co/^-^-^-LJ^  j 

^  _  ^I_^  fi  -i-  -^î  )  (i  _  _li-  )  &c.  Donc 

Jtl-  —  J. —  -f-  -^— ^-4-  -^  —  -'-  +  &:c. 

o„  .:^S^_  ^  -11-  +  -4-^_  +  -4^^  _H  &c.  Retranchant  la 

ftfne  J .i-i--— ^ — T^ -H  ^c  de   celle-ci;  on  aura 

-^?-  -  A  =^-M-  4^.  -f-  -4^.  -}-  -^  +  &c  ou 

Jîng(i-\-cofg)     '  f'ngii-i-cofg)  fin  g  ît'— g' 

^  -4-?^^  -4-    '/  - -f-  &c.  Soit^  =  ^  7x  v^ —  1  &:  par  conféquent 

,,     ,  bx/—X    coCb-a-V—l  1  I  1 

5  =  — ^  '^  y  011  aura  — — -   yr- ;  —  rn  =  mi  "^  TT^ 

6  '  ai"       JinbTTV  —  1  20  l-ho  4-1-0 

— îi^       Trè  — Trè       «i 

^5^:^"^^^~"       2i^      •'^         ^--^i       ■^b~  o.b^  —  zb"  nb       -^b 

e        — e  e    — e 

— ^-^,  à  câufe  de  2  co/*/^7tP^ — i=e~  "^-he   ^" Se  de  2\/ — r. 

(irib-^x/ — i  =  e~"'^  — e"^  .  Donc  enfin  en  écrivant  ^  pour /5% 

on  aura  ^i-^:^b'^  ^k"^  ^(^b  -t-^^^       _^-__ 
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^TrVé  —  — ^.  Ces  réfultats  ,  comme  on  voit,  s'accordent 
exactement  avec  ceux  qu'Euler  a  donnés. 

CHAPITRE    XI. 

(iJ  Art.  179.  Il  ne  faut  i.]u'une  légère  attention  pour  voir 
que  la  férié  ^-}-— -t-^  +  ^-h&c,  peut  fe  déduire  de  la 

férié  -^  -f-  -m  H-  ^  -+-7^-4-  j-^,  -+-  ^c ,  en  retranchant  celle-ci 
de  la  férié  4;-+--4-f--^-+--îi  "*-  ^c. 

CHAPITRE    XI  L 

faa)  Art.  103.  Il  ne  faut  pas  croire  que  la  méthode  donnée 
ici  par  Euler,  foit  toujours  la  plus  commode  èc  la  plus  expé- 
ditive.  On  arrivera  plus  promptement  au  but,  en  faifant  dans 

le  premier  exemple, ^ 7,  =  ^-^  -^  c-^D,^Ef^F,^ 

Après  avoir,  réduit  les  deux  membres  au  même  dénominateur 
&:  fait  pafTer  tous  les  termes  d'un  même  côté  ,  on  égalera  à 
zéro,  féparément,  la  fomme  des  coefficients  des  mêmes 
puiflances  de  ^;  ce  qui  donnera  autant  d'équations  que 
d'inconnues  ;  lefquelles  on  traitera  fuivant  les  règles  ordi- 
naires. On  pourroit    femblablement    faire   dans    le    fécond 

^^^"^P^^.-.,v  .^,^)r:-,v.-^r)  =  r-^^V+r  +  r::^.T^.;  ^  dans 

le  troifieme  ,      Z  +  'r^' r,  =  -^^^^^  ^  -£±£L_ 

Le  calcul  leroit  plus  limple  &  plus  facile  II  en  fera  de 
même  des  autres  cas  ,  où  le  nombre  des  indéterminées  ne 
fera  pas  trop  grand.  Cette  dernière  méthode  confifte , 
comme  on  voit ,  à  égaler  la  fonction  fractionnaire  à  autant 
d'autres  fractions  partielles  qu'il  y  a  de  fadeurs  dans  fon 
dénominateur  ,  &  à  donner  à  chacune  de  ces  fractions  un 
numérateur  dans  lequel  le  plus  grand  expofant  de  la  variable 
foit  moindre  d'une  unité  que  celui   du  dénominateur. 

2  T  ij 
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(bb)  Art.  117.  Quoiqu'on  n'apperçoive  pas  du  premier 
coup-d'œil  quel  eft  Le  terme  général  de  la  férié  ,  on  voit 
cependant,  en  y  regardant  de  plus  près  ,  que  pour  les  termes 
où  l'expofant  de  :(  eft  impair,  le  terme  ï^énéral  eft  z  A p'^ 
(cof.  <p  H-  cof.  3  ip  H-  cof.  5  ?  -f- ....  -I-  cof.  n  y,  &c  que  pour  ceux 
cil    Texpcfant  eft  pair,  le  terme  général  eft  i  Ap"  fcof.  1  p 

-4-  co/T  4?  -+- -+-  cof.  /z  <p  -4-  vy)  ;  or ,  (  r rt.  160)  la  Tomme 

des  cofinus  d'un  certain  nombre  d'arcs,  qui  forment  une 
progreffion  arithmétique  ,  &  dont  le  premier  eft  fz ,  la  difFé- 

rence  b  ôc  le  dernier  a  ~\-  k  b  =^  -^ /.•',-- —,  En 

fubftituant  dans  cette  dernière  formule  au  lieu  dea^bSick, 
les  valeurs  qui  conviennent  ;  c'eft- à-dire  ,   pour  le  premier 

cas  ,  faifant  a  =  (?  ,  ^  =  19,  (n — \)  <p  =  A  .  2  <p  ,  ou  A  =  ^^* 

&  pour  le  fécond,  cz==o,^=2,p,&:A:=— ,  ou  plus  fimple- 

ment ,  faifant  attention  que  la  fomme  dont  on  vient  de 
parler  eft  égale  au  produit  du  cofinus  de  la  moitié  de  la 
fomme  du  plus  grand  &:  du  plus  petit  arc  multiplié  par  le 
linus  de  la  moitié  de  la  différence  des  mêmes  arcs  aug- 
mentée de  la  raifon  de  la  progrelTion ,  &:  divifé  par  le  finus 
de  la  moitié  de  la  raifon  ,   il   fera   facile   de   ramener    les 

deux  premières  expreffions  à  la  forme  générale  ■     -" — ~. 
r  r  ■  o  fin  <p       * 

(ce).  Art.  2  21.  Je  vais  détailler  ici  le  calcul  qu'il  faut  faire 
en  fuivant  un  procédé  analogue  aux  précédents  pour  trouver 
le  terme  général  de  la  férié  ,  qui  rélulte  du  développement 

de  la  fradion  , "^^  ^^  •  m\  Se  cela  afin  de  mettre  ceux 

que  fa  longueur  ne  rebutera  pas,  à  portée  de  s'exercer  utilement» 
1°.  La  quantité  fuivante  ,  que  je  défigne  par  (A) 

(l—ipicof.ç+p\^)* 

a  po ur  terme  général^^""^' ^^"^''^^""^'  ^  ffcof.  n (p^g/în.n  9jf"\"'  (CJ 
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«  +  ^/'î  +  w-'f    o,/ii^î±!Z:ilC'r::^î^'^^^^+ZV2,  ou  enfin 


— xap\cof.<p  -  1  bp'^TC  cof,  <p  —  1  cp'i^  cof.  ç 

—  ^  ^  ^ *— ^ ^--^(  BJ  a  pour  terme 


l^\  —  z  p  l  cof.  Ç  -ir  p'-  \^  )  * 
•     ,V-       ^( 'fi'l.{n-^l)(p-^ fin.{n+i)!p-\ ^J^n.{n+<;)^ 


général 


1 6  (fin. <p  )'\ 

lequel  je repréfente  par  (D).  Soit (0^; -+- (B)  =  (._,^.,,^^^^.^.^  ■> 

Donc  7 — ? t^-t:.  aura  pour  terme  giénéral  (C)-\-(D). 

(i — ipi<-'oJ.q'-^p\-)*  ^  ^  i   y        i     y 

Cela  pofé ,  on  aura  pour  trouver  les  cinq  indéterminées 
^i  ^»  ^ ■>/■>§ y  ^6S  cinq  équations  fuivantes  :  1°.  a-\-f=  A; 
2 ^.  ^fcof.  (p  —  ^g  fin.  ç-i-  1  a  cof.  <p  —  b  =  0  ;  1°.  Gfcof  x  ^ 

—  G  g  fin.  2  ip  —  %  b  cof.  (p-j-a-|-c  =  o;  4°.  4^^  cof  3  (^ 
— ^gfin. it?~\-%  c  cof.!p  —  /^  ==  o;  5 °.fcof.^  9  —  gfi^A  ?  -f-  c  =  o. 
Si  on  élimine  fuivant  les  règles  ordinaires  a^b^c,  èc  g^  en 
obfervant  qu'en  général  i  cof.  p  .  cof.  m  <?  =  cof.  (m  -f-  i) 
p  -f-  cof  (m  —  I J  <? ,  &  que  2  cof.  <p  fn.  m  (p  ■=■  fin  (m  -+-  i  ) 
ç  -'f  fin.  (m  —  ly'?,  on  arrivera  à  l'équation  f[f},  fin.  2  ç» 

—  3  fin.  4  p  -\-fin.  6  ifj  (x  cof.  (p  —  3  co/?  3  ç>  -h  ro/7   5  ip^ 

—  ^3  iro/T  2  (p  —  3  cof  4  (p  -+-  coyC  5  (p  —  \)  (^fn.  (p  —  3  fin.  3  i? 
H-  yZ^.  5  <Py/  ]  =  A  [  4y?/z.  <p  —  3  fin.  3  (p  H-  ^/z.  59  —  2  co/  ip 
(ifin.  1  (p  —  37"^-  49  ~^fi"-  6  "Py^]-  Faifant  les  multiplications 
indiquées  ,  &  réduifant ,  en  mettant  à  la  place  des  produits 
de  finus  &  de  colinus  ,  leurs  valeurs  en  fînus  ou  en  cofinus 
d'arcs  multiples,  on  trouvera,  après  toute  réduction  faite, 
pour  le  multiplicateur  de  y,  la  quantité  3  ^  fin.  9  —  ii  fin.  3  9 
ri-  ~J  fin.  5  9  — fin.  7  ijv  =  64  (fin.  <pj\  6c  pour  celui  de  A ,  la 
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quantité/;?.  9  —  3  fn.  3  .,>  -f-  ^fn.  5  g,  — Jîn.  7  ^.  Donc,  on  aura 

pour/",  ^,  ^  j  ^  ,  c ,  les  valeurs  fuivantes  : 

f. A     /  /n.  <p  —  3  yTn.  3  (p  -f-  ifin.  f  ^  —fin.  7  ?  \ 

/—     ^  V  6^{fin.^y  ) 

.     /  cof.(^  —  3  cq/3  ^-^icofi-i  ç  —  cof.7(!>  \ 

ê —     -^  V  6n(fm.ç)'  ) 

^=^^{ TTcpT^^       ; 

^  — ^^V     64(7^^.9)'     / 

64(J(^.(p)'  Lv      I  i  II 

RH-T     n-t-î     ^  \    /3  4^/^^— I  8 /?;î.  3  <p  +  4j(7i.  î  .p\  /«+4    n-»-? 

I      •     z  /   \  l6\^finç,y  J  \     1  T. 

Vil  II  11  y 

i6(fin.çy         /  I  i  3        \ 

^3//j. (n+  5),p  —fin.  («4-7)?'jl,&enmettantpour  34^?/?.  9 — 

1  s/în.  39-1-  4 Jîn.  5  <p,  4y?/z.  2(f>  —  2/Jn.  4  ?,  &  2yz«.  39  —  é'yT/z.  i^. 

leurs  valeurs  64  (^yz/z.  9^'  —  8  (7^/z.  ip/,  2  co/"?.  8  f/în.  tp)^ ,  — 
8  (fin.  (i>)\  le  terme  général  deviendra 

z^:w  [^'  •  "-^  ■  °-r  (>•  ^"  +  ■;!:-„^f  •  ^"  +  3^  ' 

-+-  377;z.  (n-^<^)  <p  -—fin.  fn-^jj ?>^  -t-  4  . I^.l^./in. (n-{-\)p 


-8."-^'/-f^./..r-+3^- 


_^.yr«Y/z  +  î^P 


16  [fin.  ç) 


K- 


nH-  ç  n  H-  4 


i/z.  f;2-h  ly^  -H  2  .  — —^fin.fn-h^Jp 


I 
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■4-  i   r      /     1-1       ,/"-<-4"-t-î/'  72n-+-4 

—  ./In.  (n-\-^)^-\-  {—^ .  ___.^;z.  „ 9_ 2  .  -.-^'. 

y~  ,  ,  72        72-1-1        r         /         .  1       \  r  72-4-'       7!  -J-  1 

fin.  (n-\-2)^-\--'  —^  'Jin.  (n -^  ^J  :p  J  2  coj. <? — ' .  — — . 

m.  fn  —  ij9-i-2. .  • •  Jin.  (  n  ~t-  ij^ .  — . 

fin.  fn  -+-  3;  ?)].  La  pame-^^-^(-  — l.-_V/zr'z+i> 
^  &c. -f- ('-i:f-M±i . //^ /z  ,  -  &c.)  a  co/,  ~  "--fi .  l±i  . 

y?/z.  fn  —  \J  <p-\~  ^c  j ,  après  les  transformations  &  réduc- 
tions néceiïaires,  fe  change  à  la  fin  en —  6 fin.  fn^}"  ij^ 
—  2  nfin.fn  -\-  ij  9 -h  2  nfin.  fn-^r-  ^y^  <?  H-  2jin  fn-\-  ^)  ,p.  En 
ajoutant  cette  partie  à  la  première ,  SÎ  réduifant,  on  trouvera 

enfin  pour  le  terme  crénéral  de  -, „ .    la  quan- 

^  »  (i  —  zpicoj.ç-i-  p'i^y       T 

.    ,        A  p"i"       rn+  7     7!-4-^7i+j-  ,  n-i-i  n-h  6  n-i-7 

tite  — rP'—, r* 'J^^-  /^-+-v?  —  3 • .— ^. 

y-        /       ,          I           ,               n-(-171-(-17l-4-7^         yr                 ,                72-f-I7J-f-ln-(-> 
i/zY/z+3;  ?>  4-  3  •  -T'— —'fi^'  (^+5> i ^ p. 

fn.  (n-i-yj:?  .~\.  D'où  il  eft  facile  de  conclure  le  terme  géné- 
ral de  la  fradion  , -r^ — —rr:. 

En  examinant  avec  un  peu  d'attention  la  manière  dont  les 
termes  généraux  trouvés  jufqu'ici  font  compofés,  on  en  dé- 
duira aifément  par  induction  les  termes  généraux  ultérieurs. 
On  en  conclura ,  par  exemple  ,  que  le  terme  général  de  la 

fradtion  -. .^^  ,  ,,,  iera      ,  .-^ — -    ? . -ZLL . 

H_f.6/>  /  ,  \  72-f-972-f-8n-)-77!-i-l/-  ^  , 

-±-.fn.(n-^iJ^  —  4--r^'— ^ ~-fn.fn-\-3j9> 

-+-  6  .  -' . . .  fin.  (n-h-  S  J  9  —  4  . •  — — - 

B-4-a7J-H3^/',  1  72-(-I77+27Z-T-372-<-4^  ,-| 

,_.^.fn.fn-i.'jj^-^- --.--l.-^,frz.fn-^9jil^ 

Cependant ,  pour  ne  laiiTer  aucune  incertitude  fur  la  légi- 
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timité  de  cette  conclulion ,  nous  allons  chercher  direcflement 
une  formule  générale  ,  après  avoir  établi  auparavant  deux  pro- 
pofitions  qui  nous  feront  nécelTaires. 

I. 

S'iy  efl:  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  fa£beurs 
variables ,  &j)/',y,  y"',  y"',  y'',  &c ,  ce  que  devient  cette  fonc- 
tion ,  lorsqu'on  met  fuccelîîvement  à  la  place  de  la  variable 
de  chaque  facteur,  cette  variable,  augmentée  de  fa  difFé- 
rence  ,  prife  une,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  dcc.  fois,  6c 
que  je  fuppofe  ici  conftante.  La  diflérence  première  de  la 
rondlion  fera  évidemment  j^' — y  ;  la  difl^érence  féconde  fera 
/y" — y'J  —  fy' — jj  =y' —  ^j'-^y  j  la  différence  troifieme 

ifera  [fy-yj  - (y"-y)).-r ^(r-y')- (y'-y^ 

=■  y'" —  3^"'^"  1)  y  —  y-  La  différence  quatrième  fera  de 
même  y" —  ^y'"'^  ^y" —  ^y'~^y  '  ^  ^^^  général ,  la  diffé- 
rence n'  fera  +  fy  —  «^'-4-  /z  •  -7-7"  —  /^  •  "-—•'^—^y"''\-^c.) 
fuivant  que  n  fera  un  nombre  pair  ou  impair. 

I  L 
Si  on  a  un  nombre  m  de  fa£leurs  variables,/»,  ^,r,j,r,  &c. 
dont  les  différences  confiantes  foient  a,  b^c,  <i  3  ^ ,  &c  ; 
je  dis  que  la  différence  «%  du  produit  de  ce  nombre  m  de 
facteurs ,  fera  zéro ,  fi  /z  efl:  >»  /tz.  Pour  abréger  oc  faciliter 
le  calcul,  prenons  pour  m  un  nombre  déterminé,  3,  par 
exemple,  &  foient  les  faifleurs /? ,  ^,  r,  donc  les  différences 
confiantes  font  a,  è ^  &Lc ;  la  différence  n'  fera  ,  par  la  pre- 
mière propofîtion , 

pqr     ■ 
-~n,(pqr-\-  a,qr-i~  b.pr-i-   c.pq-\-     ah.r-\-    ac,q-\-    ic.p-i-     abc) 

-f-n. ,(pqr+^a.q^-^-2l>.pr-^-2c.pq-^-^^aJ>.r-^-2.^ac.q-\-^'l>c.p+l^abc) 

2 

/I-l/î-2.  ,  ... 

—n. — -   (pqr+'^a.qr-i-yb.pr-i-'^c.pq-^-yab.r-i-'^^ac.q+'^'^bc.p-i-yabe) 

a  •   3  • 

n-i  n-z  n-x    ,  ,  .   ,  ,  .    i    . 

-f-n. , . — -,  Çpqr+4a.qr+4b.pr+4c.pq-i-4^ab.r-i-4'^ac.q-i-4^bc.p-h4^''bcJ 
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Or ,  fuivanc  ce  qu'on  a  vu  Chapicie  IV,  Article  67,  la 
fomme  des  termes,  qui  forment  chaque  colonne  verticale, 
efl:  égale  à  zéro  tant  que  n  eft  plus  grande  que  les  expo- 
fants  des  coefficients  i,  2,3,4,  ^^-  Donc»  fi  /z  efl  elle- 
même  plus  grande  que  m  ,  la  totalité  fera  zéro.  Donc  ,  en  gé- 
néral, la  différence  n"  d'un  nombre  m  de  facteurs  eft  nulle  , 
pourvu  que  n  foit  plus  grande  que  m. 

Cela  pofé  ,  on  pourra  déterminer  par  la  méthode  fuivante , 
que  je  dois  à  l'amitié  du  C.  Laplace  ,  le  coefficient  de  •^(^ 
dans  le  développement  de  la  fondion  -. -j^ — ttû- 

Je  mets  cette  fondion  fous  la  forme ^.,  -.^  , ^  .    . . 

e  étant    le  nombre    dont    le    logarithme    hyperbole  eft    i. 


Or, 


G-,i^^^-0' 


ou 


I  —  7(ï—  >      =I-f--- 


rî^ 


±<p/— I 


-T'-C 


±2(pV— I 


1  *    1   *    3    *'■ 


i^3    „4.±4?^^-I 
4    -^ 


&c.  Donc  (  art.  215)  le  coefficient  de  t^^ 
dans  la  fondion   ^_^   cofx,-^-  M'?  ^'^  "^  confervant  que  les 


(p  V—  I 


puiflances  pofîtives  de  ^"^  ,  fera 


1.1.3. 


fn+ 1)  fn-i-ij fn-hi—  ij  e 

.  —n  .  (n-'r  \) (n-^i —  z) 

"-^7'~r  C"^—^)^ f«+'"— 3>' 


(/:-6)^v-'-l' 


&C. 


Si  on  multiplie  ce  fécond  faiseur,  par  la  fuite,  e'^'" ''»v'-'— 
a  i  —  I       (ï  1—3)  ç  V—  I 


ai— I    îi — 1      Cii— îj^/ — I 

-— -,  — : —  e 


Zl 1    11—  î 


EuLER,  Introduciion  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.     2  V 


i.2.3...('— i)i-* 
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ai— 3  (ii-7)^v—i     ^±2}  iin?  iiz.î  ^Jni  e  cîj-9>»/— i ^^^ 

,,  .  ,  ,  ,       ,    ç\f—i  —  9  V  — i)»'-i 

laquelle  exprime  la  valeur  de  (e  — e  ==■ 

(  j  |/- — I  )*'"■  (fin  !?/"";   on    aura   pour  le    coefficient   de 

(n  +  ai  —  2r— i)<p  y'—  i 
p. 

i(i+i  )(i+i) ....  (l+r—i)(n—r-i-  i){n—r-\-i) ....  (n+  l—r—  1) 

—  -.i'('+iX'  +  i) (i+r-2)(«— r+2}(n— r+3) (/z+i— r)(2i— 1) 

-.-^^.;(i-|-i)(i-t-2)....Ci-f-r— 3)(n— r-|-3)(n— r+4)...-("+i— /•+i)(îJ— 1X2'— î)' 

-,  ^.-^.'('  +  i)('+î) {i-\-T—4){n-r+4)(n—r+'Ç) („+i_r+3)^ 

I      1        3 

(2;— 0(2:— 2X2/- 5) 

+  &C.  __  _  ,,.,.■ 

On  doit  obferver  dans'  cette  fonâ;ion  ,  d'écrire  l'unité  au 

lieu   du  produit  /  (/  -H  i  )  (  i  -f-  2  ) (  i  -4-  r  —  i  ) ,    fi 

r=  o  ,  c'elVà  dire ,  fi  le  facteur  i  ~\-  r  —  i  eft  plus  petit  que  /. 
Dans  ce  cas  &  dans  les  cas  femblables  ,  cela  indique  que  le 
produit  de  ces  fad;eurs  le  réduit  à  l'unité. 

Maintenant ,  fi  on  fuppofe  dans  la  fonction  (a'), /z=j — 2  /, 
elle  deviendra 

i.(J4-i)Ci+2)....(/H-r— i)(i'+r— ^-+-1) {ii-<rr~s—i) 

i.{i+i) {i+r—z){i+r—s). .  ,. .  .(21+'-— -f— 2){iz— i) 

-)-  ^.~,l[i+i).,..{î-{-r—i){i-{-r—s—i)....{riï-\-r~S'-'-Ç){^i—\){iï—i) 


J        r   r—ï 


1.2.}..(i— l)l.S.3...rV     ~*    2    •V'-T-V'«V'-r'  — )A'-T-'— -  — '^--.^.--T'-- '  — JA-'       -A" 

/—  Y.^.^^;(i+i)..(i■+r— 4)(;+r— f— 2)...(2;+r-j— 4)(2i-i)(2;- 

K-h  &c. 

J  ai  mis  au  commencement  le  double  figne  + ,  parce 
qu'ayant  changé  les  fignes  des  fa£teurs  ,  dans  lefquels  fe 
trouve  la  lettre  y,  leur  produit  feroit  négatif,  lorfqu'ils  fe- 
roient  en  nombre  impair  ;  &:  fi  on  fait  .î  =  ou  >•  i  ,  mais 
<^r-\-  1 ,  on  pourra  la  repréfenter  par 

('-+-'•— .f+O (i+r— 1)2;.  (21+1) (2(+r— i— i) 

•  r.{i-^-r — s) (/4-'"— 2)^2/ — 1)21 (2i4-r — j— 2) 

i.2.3...,i— i).i.2.3.  ...r"^        *      ^ 


r  r — I  r — 2 
—  7«— .—  (j-t-r— i— 2)....(i+r— 4)(2i— 3)(2f— 2)....(2i+'-— J— 4) 


3 
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Le  fécond  facteur  de  cette  quantité, eft  la  différence  finie  r' 
du  nombre  r —  i  de  huSteurs  z  -h  r  —  s  H-  i  _,  z  -hr — s  -¥•  2, .... 
i -\-  r  —  I  ;  xi,  iz'-f-  i  , zz-f./-  —  $  —  i.  Cette  diffé- 
rence eft:  donc  nulle ,  comme  on  vient  de  le  voir.  Ainfi  la 
fonction  (  a^)  a  pour  facteurs  n  -r-  1  z  —  s.,  s  étant  =  ou  >.  i 
&  <C^-H  I.  Elle  a  donc  pour  facteur  le  produit  (n-i-  1  i —  i  ) 
(/z  -t-  1  /  —  2  )  (  /7  -t-  z  z  —  3  ) (^n-^r  li  —  r).  D'ail- 
leurs ,    tous    fes    facteurs     font   multipliées  par   le    produit 

{n-+-i){n-hz)(n-+-}) {n-\-i — r —  i)»  comme  il 

eft  aifé  de  s'en  affurer ,  en  obfervant  que  le  coefficient  de 
^n  +  ii—ir—i  ç^^^  compofé  d'un  nombre  r  -4-  i  de  ternies,  & 
que  par  conféquent ,  le  dernier  terme  aura  pour  un  de  fes 
fadteurs  ,  n  —  /■-+-  r-+-  i  ,  ou  zz  H-  i .  Donc  cette  fondtion  eft  de 
la  forme  Q  (n~\-  i)  (n-\-2) . .  .  (n-\-  i—^  r  —  \)  fn-k-  %i  —  i) 

fn~h  1  i  —  ij fn~h  z  i  —  rj  ;  (b)  ;  Q  étant  une  fonction 

de  z  &  de  r,  indépendante  de  n,  puifque  dans  la  fonction  fbj 
la  plus  haute  dimenfion  eft  fi  —  i^,  comme  dans  la  fonc- 
tion fa'J.  Pour  déterminer  Q ,  nous  ferons  n  infinie  ;  en 
comparant  alors  les  deux  fonctions  (6J  Sc  (a'J ,  ôc  ne  confi- 
déranc  que  les  coefficients  de  n'~\  nous  aurons 
'■('H-OC'+î) ('■+'•— O 

,i.(i4- 1) (i+r— a)(2i— 1) 


r — I 


Ç=  r. ;; <  4--.-— .'•('+ 0 (i+r— 3)C22-i)(2i-2) 


&c. 


Ce  qui  donne ,  en  fuppofant  z*  =  ou  <"  r  &  =  ou  >•  i , 


i.2.3...(;-i)i.i.3 r^^i;jZi^(,;_,)(,;_,)...^j^.,_3)| 

^—  &c. 

Ce  dernier  fadeur  eft  la  différence  finie  /^  d'un  nombre 
r  —  /de  facteurs  ;  elle  eft  donc  nulle ,  &  par  conféquent  Q 
a  pour  facteurs  (i  —  ij  fi  —  ij (^  "^  ^)  -»"  ^^  ^'^  donc 

iV  ij 
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de  la  forme  pC'-'0('^--)(\-^) ('^~^\  p  étant  une  fonc- 

i.2.3....(: — i^i.a.3 r      ' 

tion  de  r  indépendante  de  z". 

Pour  la  déterminer  ,  nous  fuppoferons  i  infini  dans  les 
deux  expreflions  de  Ç  ,  &;  nous  aurons,  en  n'ayant  égard 
qu'à   la    puifTance   la   plus   élevée   de/,P=i  —  r  .  i 

12  123  ' 

Donc  la  fon£lion  (a'J  = 

(-lyÇ/-!)  (i-2)(i-î)...(/-r)  (n+i)(n+i)...  {n+i-r—i)  (n+ii-i  )  (n+ii-z) ...  {n+.ii—r) 
1-2.3 (  i  —  1  )  I  .  2  .  3 r 

Maintenant  il  eft  aifé  de  voir  que  dans  le  produit  de  la  quantité 

(.i-O^V-i          _          (2i-5W-x         (,;.,)f,..,^     (^i-s)9/-i 
^û/pare  -(iz-ije  -4-^ — ^- ^e  -occ. 

le  coefficient  de /in.  fn^hzi  — <  2  r —  i^  9  eft 

I  .  2-  .  5 ('—  O   I  •  2  •   3 '■  ' 

—  (n-i-  21  —  2/-— i)<p  |/ —  I 

parce  qu'il  eil:  évident  que  —  e  aura  le 

même  coefficient  que  e  &  que  l'on  a 

(«   ■+-   2  i   2/-  IJÇV'—  I 

zy-^ï.Jîn.  fn-hii — ir — ij:p  =  e 

—  (n-i-  zi  —  2  r—  i)ç  y^ — i 

—  e  .  On  aura  donc  ,  en  ne  perdant  pas 

(22  —  I  )  ip  »/— I  (i;  — 3)<pv'— 1 

de  vue  que  e  — fzi — ij  e  4-&c.  = 

2  /  —  I  2  i  —  I 

(±0(— 1)'('-0(^)-  C'-O  (1+1)  (/?+2)...  (;2+/-r-l)(«-f-2J— I)  {n+iî-i)...{n+zUr)        \ 


\ 


l;  —  I 


2  (/in.  ç)  .1.2.5.,..^ — 1. 1.2.3, ...r 

pour  le  coefficient  de  \''/în.  fn-+-  2  /  —  tr —  ij  (p  dans  le 
développement  de  la  fon£bion  propofée.  Le  figne  pofîtif  de 
{+  i)  a  lieu,  lorfque  i  eft  un  nombre  impair,  &  le  figne 
négatif,  lorfque  /  eft  un  nombre  pair.  Il  fera  facile  de  con- 
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dure   de-là  que  le  terme  multiplié  par  ^"  fera,  en  faifant 
fucceflivement  1  i  —  i/" —  i  =1^  =  3»=^  5j  ^''• 

^  -^  —  (i_i)('n-+-2i— i) {n+i-¥^)  {n-^i)  .fin.  (^+5)  (p 

i.a.3...(i-i)  2'''\>.<P)       I  -4-ir:-!.i:ii(;i+2;-i)....('i+/+3)(''+i)('J+2)i?«'(''+5)  ?' 

ce  qui  donne  la  formule  générale  qu'Euler  paroît  avoir  con- 
clue par  induction. 

fdd)  Art.  hS.  Au  lieu  de  fuppofer  X  repréfenté  par  une 
expreffion  de  la  forme/P^ -+-/P(?  —  /^  ABe%  rien  n'em- 
pêche de  faire  X==fP'-\- g  Q'—  /^  AB  C\  &  en  opeW 
d'une,  manière  femblable ,  on  trouve  la  féconde  valeur  X  = 

conclud     par     l'élimination    de    f"    la    valeur    de    X  = 

(g^-«i/)P'-+-^^^^Q-4QQ•^vpr^ffîr^nr|■,'nno^r^^pn  trouver 
BB-uAB-^ZAA  ,  ,  ^    .  ,  j       ^ 

tout  de  fuite  en  fubftituant  dans  la  première  valeur  de  ^  = 
(^AZ~.B)P--^{^B-.A)pq    __  jcn  i^  valeur  de  ^"  = 

SB  —  uAB-i-ZAA 
QQ  —  uPQ-i-SPP 
MB  —uAB  ■+■  SAA' 

(ce)  Kkt.  130.  Les  équations  A -4-  B-4-C  = -^,  A/7 -+-B^ 
.^'C^  ^   5  &  A/?*  H-  Bç'^-  C/-^=  C  donnent  A  = 

jiqr-B{q-^r)  +  C     p  Ap  r -]J  {p  +  r)-^C^  ç^_Apq-B{p-^q)^  C 

"(/>-?) (/'-"^'  (î-z^Xî-O     *  (^-;')(^^-î)  • 

Par  la  même  raifon ,  les  équations  A/j"  -4-  B  9"  -4-  C  r"  =  P,- 

:^  i?  donnent  A/7^  =  -  ^^_^)^^_  ^^    ;  B^  =  {q-p)i<i-r)> 
r        P_pqZL9Sl±ll±3,  Donc,  en  multipliant,  on  aura  la 

.  {r  —  j>){r q) 

proportion 
{Aqr^B{q-^r)-i-C){Apr-£{p-¥r)-^C){Apq^B(j>+q)-bC):; 
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pnqr'r^:  I.  Effecbuant  les  multiplications,  réduifant  j  &  fe 
rappellant  que/J-H  ^-4-r  ^==« ,/?  ^-4-/7r-4-  qr  =  C  àcpqr=y, 
on  arrivera  au  réfultat  indiqué. 

CHAPITRE    XIV. 

f/TJ  Art.  234.  Cherchons  directement l'exprelTion  dejîn.  n  :(. 
Pour  cela ,  je  fais 

fin.  ni  =  x(A^''y-'—B^''Y-'-¥C^''y-^—B^''Y-''irE^"Y'^—^c). 
La  lettre  n ,  mife  entre  deux  crochets  ,  indique  la  multiphcité 
de  l'arc,  auquel  le  coefficient,  qu'elle  afFeûe,  appartient.  En 
confervant  la  même  notation  ,   on  aura 

//î/;z-i;:(=x(^-^^''''y''— 5^'"''y'^-i-c^''''y''— -C''"'iK''"^H-^^''-'>"-'°— &cy> 
ôc/«/«-zA=x^-^^^-^y-'-^^'^--y'^+<^'""y"^---C)t-^y-'-+-^'"-y--'-&c.; 

Otfin.  ni=  ijv/'^-  ( ^  —  O  l  —fin.  (n—i)i ;  donc  on  aura 
cette  féconde  valeur , 

//z.;z:j=xf2^^'-'y-— 25^"-y-'-^-20-y-'-2D>•y-7^-2£'t'=-y-'_&c; 

Comparant  cette  féconde  valeur  àejîn.  /z:(  à  la  première, 
&:  é<Talanc  les  coefficients  des  puilTances  femblables  de^, 
on  a^'ura  pour  déterminer  ^^"^,  B^"\  C^''\  D^"\  E^^^dcc  ',  les 
équations  fuivantes  : 

Or",  par  la  même  raifon  que  #"^=  2  y^^-''^,  ^C''-'^=  2^t«-o^ 
ainfi  des  autres.  Donc  ^^"^=  2  A^''-'^=  1*^^«-^]=,  z'^c-'-j^  =  ,  en 
général ,  i''A^''''-'\  Mais  fi  on  fuppofe  n  —  x=  i  yX  =  n  —  i, 
ac  ^t-i-v]  devient  ^^'^=  i  ;  donc  A^"^  =  2"-'. 
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L'équation  B^'''^=  ^^"-'■^'i-  2  B^''-'\  à  caufede  ^^^-o^^^c..-}]^ 
iB'''^^  donne  5W  =  ^["-3+  i^^-i  ==  ^c-O-^  2  ^4 ["-']-»- 
j»J5[n-i]__^  en  continuant  de  fubftituer ,  ^^"-'^H-  ly^"^"-'^-}- 
2*^i:''-4]-4_  2'5-"-i]^  gc  en  général , 

Mais,  fî  on  fait  n  —  x  —  i  =2,  on  n  —  x  —  x  =  i^  alors 

^[«-x..]^5[i]_Q^  ^  A^'^=  I  y  àcx  =  n —  3.  Donc  £[«]_. 

fn —  ij  2""5.  De  même 

(^«]_-.J5[''-=-]_i-2B^'=-'^-H2'5^'-4lH- -4-2*5i:«-*-i]_j_jx4.,^„.;,.,3^ 

Faifant  n  —  x  —  1  =  4  ou /z  — x  —  2  =  3,  ce  qui  donne 
X  =  n  —  5  ,  6c  obfervant  que  C'*^=  o  &  £1^^]=  i  ,  on  aura 

C^"3  =  l^iH- 2 -t- 3 -J-4H-....-4- /z  — 4;  2"-^=^-^51L:l-ii.^  i«-,. 

D^^=  C^-'^^-h  2  C  ^"-'14-  2* C^ ""t^ -h 4-  2*C^""*-'^-h  2  '  +  '  i)!''-^-!) 

&  en  faifant /z  —  x  —  i  =(j,ou/z  —  x —  2  =  5,  ce  qui  don- 
nera X  =  n  —  7  ;  confidérant  de  plus  que  D^^'^  =  o,  &  C^^^ 

=  i=i^\onauraDtn]=(— -H^+^-^+l^^-l,..     ^ 

1.2'  \1.2  I.2'^I.2I,2  ^     '"  TT 

1.2/' 

Or  le  terme  général  de  la  fuite  1.2-1-2. 3-4-3. 44-  &c. 
^  ^.  (r-f-/)  =;*-j-  r.  Donc  1.2-4-2,3+3. 4-1- 

^fn-6jfn^  5;=  S..^_HS..  =  i:ii^illHi±±).  Donc 

7JI,]__  {n  —  4)(n-  -;){n  —  6)  ^„.^ 
1.2.3 

£■[  ]  =  D^'"'^'+-  2  Z)^'=-5^-+-  2*  D^"-^^  -H -},  a'^Df"-'-^^^- 

^.+.  £u-x-:j^  Soit  ;z_^_  j_3oy^_^  —  2  =  7,  auquel 

cas.v  =  /z--  9,  £"^«=0,  5c  Dw=  I  ='—±lJ    on  aura 

I  •  2  .  5 

\i.a.î        1.2.3        1.2.3^^  '^^         i]       J7        ^        J        ' 
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Mais  le  terme  général  de  la  fuite  1.1.3-4-1.3.4^-3.4.5 

•+- -^fn—SJCn—jJfn  —  OJ-^t.fe-^-iJft^i) 

ou  r'-+-  }t--h  z  t.  Donc  cette  fuite  =  S .  t^-h  3  .  S .  ^*-+-  z  S .  ^ 
Or  S. t^  ^^r'fi'-^zt-+-ij;  3. S.  t*==i^Sl±jJ±l±2l^^ 
iS.t  =  t.  ft  -i-  i).  Donc 

1.2.3.4 

iVbrtî.  La  détermination  des  lettres  B^"\  C"^,  D^"i,  £''^''1,  &:c. 
fuppofe  ,  comme  on  vient  de  le  voir,  qu'on  fait  trouver  en 
général  la  fomme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  dans 
une  progreffion  des  puiiïances  des  nombres  naturels.  C'eft 
ce  qui  eft  expliqué  dans  la  plupart  des  Traités  d'Algèbre. 

(êsJ  Art.  23  j.  Dans  lafuiteyT/z  -,/îfi- ^J^"-  — — -  tjîn. 

V~^  2^c  ;  il  eft  à  propos  de  diftinguer  les  cas  où  n  eft  un 

n 

nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  Si/?  eft  un  nombre  impair,  il 
faudra  prendre  pour  x  alternativement  les  termes  de  cette  fuite, 
&fi  «  eft  un  nombre  pair,  il  faudra,  au  contraire,  prendre  les 
termes  confécu  tifs,  jufqu'à  ce  qu'on  en  ait  autant  qu'il  y  a  d'unités 
dans  n.  Il  eft  d'abord  évident  que  les  mêmes  finus  reviendront, 

&  dans  le  même  ordre,  lorfqu'on  fera  arrivé  ày?/z.  — - — ^;  il  y 

aura  un  nombre  2  ;?  de  finus ,  qui  précéderont  celui-ci ,  & 
qui  feront  égaux  deux  à  deux.  Ce  lont  ceux  dont  les  arcs 
ajoutés  =  TT  ou  3  7r  _,  lorfque  n  eft  un  nombre  impair.  Par 

exemple,  fi  «  =  5  ,  on  aurayT/z.  -  =  fm.  ll^Zi -^Çm.  "      /  =_ 

//!.  ^-^fin  -y-  =fin.  '—y-,  fin.  — -  =  fin.  ^ — ; 

fin.  1^^^^=^fiin.— .  Si  n  eft  un  nombre  pair,  les  n  pre- 
miers termes   ferent    égaux  aux   n    derniers    termes    pris 

négativement  ; 
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négativement  ;    par    exemple  fi    «  =   6  ,  on    aura  fin.  -7- 
,n.  _-  ;  fin.  -^  =  ^fin.  —^  -Jin.  ——  =  — 

fiin.  — ^—  ;  fin.  '—^  =  —  fin.  —^  ;  yZ/z.  — ^  =  —  fin. 
lo^^-f .  y^^^  "^—f-  =  — /^'-  '  '  r \  En  général  ,  les  finus  , 
qui  font  égaux ,  aux  fignes  près ,  appartiennent  à  des  arcs 
dont  la  différence  eft  ^r. 

^kk).  Art.  ij,6.  Pour  trouver  direcflement  la  formule  gé- 
nérale fn.  ni  =  nx  —  n  ^^ x'H-  ècc ,  on  pourroit  fuivre 

un  procédé  analogue  à  celui  que  nous  avons  employé  pour 
l'article  134.  On  trouveroit  pour  déterminer  ^'^"^j  5^"^,  C^"^  &c, 
les  équations  ^M=  i^t-o_^[«-4i.5.>\=,  2  5[-i]_£[«-4iH_4^[':-i  j 
C"i=  2  Ct-^]—  Ct-^i-i-  4  £["-];  D^^  &c  ;  mais  il  fera 
beaucoup  plus  fimple  de  fubftituer  dans  la  valeur  àefn.n:^ 
donnée   (art.  133  )  à  la  place  de  (cof.  ^)"''^  (cof.  ^/'',  Sec  i 

n — I  /2—3 

leurs  valeurs  (i — x")  2  ,  (i  —  x*)  ^  ,  ôcc.  développées  en 
fériés;  en  défîgnant  par  a ,  b ,  c  y  d ,  e  &c  les  coëfficiens 
de  X ,  x^  3  x^  3  &c  ,  d'abord  il  fera  facile  de  voir  qu'ils 
renferment  fucceffivement  i  ,  2  ,  3  ,  4 ,  &c.  termes.  Soient 
ces  termes,  pour  le  premier,^;  pour  le  fécond,  j5_,  B' ; 
pour  le  troifieme  C,  C  y  C" ;  ainfi  de  fuite  ;  on  aura 
a=:A 

e  =  E-^  E'-h  E"-h E"'-\- E"" 

/=&:c. 

Ces  équations  font  les  mêmes ,  que  les  fuivantes ,  qui  font 

connoître  la  loi ,  fuivant  laquelle  les  coefficients  a,  b ^c ^  ôcc, 

dépendent  les  uns  des  autres. 

EuLER,  Jntroduciion  a  tAnal.  infin.  Tome  I.  z  X 
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&c. 

Si  on  fait  attention  que  A  =  n,  B'  =  "'^"~^^^''~^\  0'=^ 
^  1.    1.    }       ' 

n  .(^n  —  i)  .(n  —  i)  .(n  —  'i)  •  (n  —  4)   o  r 

'-^ ^^ — i^— i — ^  ùCc  ,  on  trouvera  lans  peine  en 

faifant  le  calcul , 
a  =  n 


b=. 


n.{n^-Y) 


1.2.3 

^  _.  ".("'  — i)(/z^  — 9) 
I.    2.    3.   4.    5 

'•  2.  3 6.  7 

ç  __  ".(^'  — i)(n'  — 9)  (n*  — 2^  )  (n'— 49> 

I.     2,     3 8.    9 

&C. 

Il  eft  inutile ,  fans  doute  ,  d'obferver  que  les  valeurs  de 
bjd^f,  &:c,  c'efl-à-dire ,  les  coefficients  de  rang  pair,  doivent 
être  pris  négativement. 

(li)  Art.    238.  La  formule  générale //2.  /z  ^  =  (nx  — 

"\["[~'^^  jc'  4- Hh  2"-'  x"-'  )  V^i::^'    peut  aufll  fe 

déduire  de  la  formule  donnée  (Art.  133).  II  ne  s'agira  que 

n  —  2 

de  développer  les   puifTances  fractionnaires  (  i  —  x*)      2    ' 

n  —  4  n  —  6 

(i  — X*)     2  ",  (1  —  :cV  ~^,  S^c  ;  de  fubftituer  leurs  valeurs 
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&  de  multiplier  enfuite  le  tout  par  V  j—xx-  En  défignant, 
comme  dans  la  note  précédente,  les  coëfliciens  de  x,  jc', 
x^ ,  &CC  par  Uj  6,  c,  dy  &c ,  &,  les  termes  dont  ils  font 
compofés  par  ^,  i? -H  5',  C-t- C'-f.  C",   &c  ;    on  aura 

2. 
</ =  i.  ^:if  C  4- i.  ^^  C  H- ^^^  C" -h  Z)'" 

3        a  '     *        2  2 

&C. 

On  trouvera,  comme  ci-deiïus, 
û  =  /z 

I  .  a  .  3 

1.     2.     3.     4.      î 
,__  n.Çn*  — 4)(?i'^— l6)(n'  — 36) 
I.     i.      3.     <.      J.     6.     7 
C=  &C. 

Même  remarque,  qu'auparavant,  pour  les  (îgnes  de  ^,  «/,/i  &c, 
ou  des  coefficients  de  rang  pair. 

(frkj  Art.  243.  Pour  trouver  la  valeur  générale  de  cqf.  n  ^, 
on  pourra  s'y  prendre  de  la  même  manière  que  dans  l'art.  234. 
En  conféquence ,  foit 

y"~'  —  &c  ;  à  caufe  de  cof.  n^=  ij  cof.  {n-—!):^  —  cof. 
{n  —  ^)\-,  on  aura  aulîi 

Egalant  les  coefficients  des  puifTances  femblables  de  y  dans 
les  deux  valeurs  de  cofnt^^  on  aura  pour  déterminer  y^^"^,  B^"^^ 
CC"],j9w,&:c. 

1  X  ij 
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La  première  équation  A'-"^  =  z^^^"''^  donne  aufli  A^"'^  =^ 
jï^[«-z]_,  i!^["-3]^  g^  en  général  ^■"^=  i'A^''-''l  Orfi  /2  —  x 
=  I ,  A'-'^  =  1  ,&cx  =  n—  i.  Donc  A^"'^  =  z"". 

L'équation  i5W  =  ^["-^i-t-  2  5^"'^  fe  change  en  E^"]  =  ^t'.-»] 

H-  2  y^'f"-^]  -h  2"v4l"-^^  h- -H  z'   y^r-^-^i-i-  2  *+  '  B^'"'-'\  Si 

on  fait  /z  —  x  —  i  =  i  ^  ou  n  —  x  —  2  =  1,  ce  qui  donne 

x  =  n—  3  ,  A^'^=  i   èc   2-+'i5Cn-x->]=,    2-\B^''=2''^X  1  = 

i"'K  1  ;  on  aura  B^"'^  =■%""'( z  -{-  n  —  zj  =  n  .  2"''.  De  même ^ 
Or  (î  on  fait  n  —  x— i  =4,  ou/z  —  x—  1  =  3,  on  aura  x 

=  n  5^  2^-  ^f"-''-^^  =  2"-5.  3  SCl-^  +  ^    Cf-.v-l]—  ;^n-4^   j  =2"-ÎX  2, 

Donc  C"^=|^2-4-3  -4-44-5  _i_..._^/2—  2^2"-5=l:i.'!lllii«-î. 

i:)w==Cf"-^iH- 2  0''-'3-f-2'0^-^JH-....-H  2''Cf''-^-^iH-  2^+'Dt"-*-J. 
Soit  n—^x  —  i  =  <j,  ou;z  —  X  —  2  =  y;ce  qui  donne  x  = 

n  —  7,  on  aura  pour  0"-*-'3  ou  0%  ^-^  &  pour  Z)t«i^  i  ;  par 
conféquent  2'-+'£)f'''*'']=  2"^x  i  =  z""'  x  2  =  2""^.  ^-^,  Donc 
2)t.i^  (l_i_+.iiJ  + (f:=Jl(lL=Li))2-.  Or  le  terme  gé- 
néral de  la  férié  1.4-^-2.5-4-3.^-1-  &:c.  =  r .  (  ;  4-  3  ).  = 

Dca             c                  ('-t-')('  +  s)r» 
onc  S .  z*-f-  X  .S  .  t=i  t . — — .  Donc 

£)t»]^  „  _  ('»-4)(^-5;.  On  aura  encore 
1.2.3 
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Soit  /z  —  X  —  I  =8,ou/z  —  X  —  2=7,  ce  qui  donne  x  = 


„   o    1 -î- 6 

i"-' X 2  =  z"'^ :  on  aura 

T  *>  "ï     '' 


3 

£rm^i----^    .    ^•3-7        3-4.8  (n^  7)  («- 6)  (n- 2)    ^    , 

1.2. 31. 2. 31. 2. 3^^ I.       2.       3        •  ^f  ic 

terme  général  de  la  fuite  1.2. ^-+.2. 3. 7-^-3.4.8-1-  &c, 
eiï  i .  ft  -i-  ij  ft  -^  ^J  =  i^  -i-  6  r  -+-  ^  t.  D'ailleurs  S  .  r  '  = 
i  ^Y^  -t-  i/i  ^  .  S  .  r=  r  i^r  -H  i;  f  1  ;  -H  i;  ;  &  5  .  S .  ;  = 
5  .  r  .'"Y- 'Donc S. ^'-H  6 S. ;'-^ 5  S.r  =  r.^-i^.  (^r-t-2^ ('r-f-7^. 
Donc 

iTn]^  »'("-5)("-0("-7;  ^„.5 

I  .       a  .       3  .      4 
&C. 

f /IJ  Akt.  262.  Pour  faire  voir  que  cette  loi  eft  générale , 
j'obferve  qu'on  a  2  j/" —  lyF/z.  ^=  eï^-'  —  g— îV— ■  ^  ^ ^  y/_  j  \n 

H- 1  — -j- ne  -j-g  j 

fuivant  que  n  efl  pair  ou  impair.  On  fait  par  la  formation  du 
biftome  de  Newton  que  lorfque  n  eft  un  nombre  impair  tel 
que  2  m~h  i  ,  le  nombre  des  termes  eft  pair ,  &c  de  plus  que 
les  termes  extrêmes,  &  les  termes  à  égale  diftance  des  ex- 
trêmes ont  des  coefficients  numériquement  égaux.  Or  la  fomme 
de  deux  de  ces  termes,  abftraction  faite  de  leurs  coefficients 
étant  divifée  par  2]/^ —  i  ,  eft  l'expreifion  du  finus  d'un  arc 
multiple  déterminé  par  l'expofant  de  e.  Donc  on  aura,  pour 
le  cas  où  n  eft  un  nombre  impair , 

±  ^""(fin. l)''=fin.  ni-  nfin.  fn—ij  ^-^-n.  ~. /In.fn^^J^—,,, 

•±:,kfLn.  1^  k  exprimant  chacun  des  coefficients  des  termes 
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moyens  de  la  fuire;  prenant  d'ailleurs  le  fîgneH-Iorfque  dans 
la  valeur  de  /z  =  2  /tz  -+- 1  ,  /w  eft  un  nombre  pair ,  ôc  le  ligne 
—  lorfque  m  eft  impair. 

Lorfciue  n  eft  un  nombre  pair,  le  nombre  des  termes  eft 
impair ,  &  alors  on  a 

4:  2.''-'(fin.^'^=cof.ni—n.cof.(n-'iX  +  "-^—p- cof. (n—^) i—.... 
■±^  —  ;  parce  que  dans  ce  cas  les  termes  extrêmes ,  ôc  ceux  qui 

font  à  essaie  diftance  des  extrêmes,  ont  des  coefficients  égaux 
avec  le  même  figne,  ce  qui  donne,  en  divifant  leur  fomme 

par  2 ,  des  expreflions  de  cofinus  ,  &  —  pour  le  terme  moyen. 

On  trouvera  d'une  manière  femblable  l'expreflion  générale 
îles  puiiïances  des  colinus  ,  en  développant  la  puiflTance 
/gîV—  •_j_  e"^^~  '/■'=  (^cof.  ^)"^,  &  en  faifant  les  mêmes  obfer- 
vations  qu'à  l'égard  des  linus. 

CHAPITRE    XV.    , 

(mm).  Ab.t.  279.  La  fomme  de  toutes  ces  fériés  réunies , 
excepté  la  première ,  ne  peut  faire  qu'une  quantité  affez 
petite.  En  effet ,  il  eft  évident  qu'elle  eft  fenfiblement  moindre 
que  la  fomme  de  ces  fuites  : 

-t-iCi  +  S'^) 
-1-  ôcc. 

Or  la  fomme  de  ces  dernières  fériés  =  IN ( zrt.  17SJ  = 

^/'  j_i_  _\  _{_  -L  4-  -,  -f-  -^  -h  -T  -+•  àcc.j  &  cette  dernière  férié 

,_.    ,\  _!_ -i -J-— -i- —  _i-&:c  =-^^  ,    dont    le    logarithme 

__:  ,  /  îf /  ^^ft  une  quantité  affèz  peu  confidérafele. 
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(lîfi)  Art.  282.  Quand  on  a  les  fommes  des  puiffances  un 
peu  confldérables ,  on  peut  employer,  pour  trouver  les  fommes 
des  puiflances  moins  élevées ,  les  formules  précédentes ,(  art. 
278  ),  savoir  : 

-<-7(r^"  +  F^-t-p  +  ^"  +  ^0 

-H  Sec. 
ou  /M =vS-h  7  (ir-  -H  J^„  H-  p  -t-  ^  -+-  &c) 

-^T  (I^.  -+-7^-  +  7^^  +  ^.  -H  &c) 
-i-i  (,-^  +  ^  -h  p  -I-  --^  &c) 
-i-  &:c. 

CHAPITRE    XVI. 

Coo)  Art.  320.  La  fraction  , r-  donne  la  fuite  des  nom- 

I     y  J  (i — xy 

bres  trianeulaires  &  la  fraction  ^- r; rr ^  donne 

o  (i — «)(i — «^)(i  —  ^') 

la    troifieme  fuite  verticale  de  la  tabJe;  or,  en   fuppofant 

: t; TTT r;  =  -^ ?r  o"  trouvera  X  =.  t\^x) 

(i -f-x -t-x').  Donc  on  devra  multiplier  d'abord  la  fuite 
que  donne  ^ ,_,  ^  ^  J^.  )  ^ ,_,,  ^  ,  favoir  i  -+-  x  -H  z  x*. 
-i-  3  x'  -h  4  X*  +  5  jf^  -H  7  X*  -t-  8  x^  -h  I  o  jc*  -h  &c  par  I 
M-  X  -f-  x'  ;  ce  qui  donnera  une  nouvelle  férié,  dans  laquelle 
le  coefficient  de  chaque  puilTance  de  x  fera  évidemment 
la  fomme  du  coefficient  de  la  même  puifTance  de  x  dans  la 
première  férié  ôC  des  coefficients  des  deux  termes  précédents  , 
ou  I  -H2X-h-4X*+  éx'-h^x^-t-  i2x^-i-  iéx'-4-&Ci  enfuitc 
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il  faudra  multiplier  cette  dernière  férié  par  H-x,  ce  qui 
donnera  pour  le  coefficient  de  chacune  des  puiflances  de  x  de 
la  férié  réfultante  ,  la  fomme  des  coefficients  du  terme  cor- 
refpondaat  &.  de  celui  qui  précède. 

On  peut  faire  un  raifonnement  analogue  pour  les  autres 
nombres  figurés  ;  ce  qui  fait  connoître  la  connexion  de 
ceux-ci  avec  ceux  de  la  Table. 

fppj  Art.  523.  On  a  (art.  30^)  Z  =  fi  -i-x^J  fi  'hx'i) 
(i  -\-x'7j^(i  -^x'yj  (i  -+-x\;  X  &:c.  =  n- P  :^ -4-  Ç  :j* 
-H  i?^'-4-  ^1"*-+-  T '^-h  &LC  ^  &  par  conféquent  en  faifant 
cj;  =  —  i^  (i  -^  x)  (\  —  x')  (i  —  x')  (i  —  xV  X  6cc. 
=  I  —  P-f-  Q—R-\.S—T  -t-&c.  Mais  (art.  307)  P  = 

— T7 — TV  ■---TT7--TÔ  T=  èic.  Donc  fi  -x)  (i  -x^J  (i  -x'J  (i  -x'J  (i  -x')  X  Sec. 
(_i-x)[i-x-){i-x>){i-x-*y  *       -^  ^        ^'        ^^        ^i        ^ 


i-x^^  {i-x){i-x-)  ii-x)(i-^-){i-x')        {i-.){i-x')(i-x'){i-x-^) 

— !  &:c.  Or  la  nature  du  premier  membre  de  cette  équation 
fait  voir  clairement  que  le  fécond,  qui  fe  préfente  fous  la 
forme  de  plufieurs  fonctions  fra(fl;ionnaires  ,  doit  fe  convertir 
en  une  fonction  entière.  Voici  un  moyen  adëz  fimple  d'ar- 
river au  but  ,  de  dont  l'idée  m'a  été  donnée  par  le 
C.Legendre.  J'écris  le  fécond  membre  de  l'équation  ci-defTus 


fous   cette  forme    i 


(I-*)  (i-**) 


x'(i -•<')-:«'' 4- x'      — --i-'(i  —  x+ ) -1- .r'o — x'i-    ^    x"^(i-x^)-x'^-i-x'^°         „ 
(i-x){i-x~-)(i-x^)      (i-x)(x-;J^ycl^>)(i-.v'')"  "*"  ^i-x).....{i-x^)  ■"■     ^^^ 

En  faifant  les  divifions,  les  deux  termes,  qui  ont  pour  divifeurs, 
l'un  I  —  X  i  de  l'autre  fi  —  xj  fi  —  x^'J  ,  perdent  leur  forme 
fractionnaire  &c  deviennent  les  deux  entiers  —  x  —  jc';  de 
plus ,  le  premier  èc  le  dernier  faéleur  des  dénominateurs  des 
fractions,  qui  reftent,  diiparoiflent ,  di  la  quantité  devient 
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Sec.  Je  transforme 


(l  — x') (  1—x^)  (1— a',> {l  —  x") 

de  même  la  luite —  ■ tt—, Tv  +  cCc.  en h- 

}r(i  —  x^)—x'-i-x"-        — a:'»(i-xt) -t-x'*-x"         x'^  (i —x')  — x^'-i- x'' 

Ci  — .v';(i— A-î)  (,i—x')Ci—x')(,i—x*}'^    (i— x") (I  — *')  " 

x"  :e''  X*' 

En  fuivant  un  procédé  femblable ,  on  obtiendra  à  chaque 
fois  deux  nombres  entiers  de  plus  ,  qui  ont  l'un  &  l'autre 
un  même  figne  _,  mais  différent  de  celui  des  deux  termes 
précédents.  Se  les  facteurs  extrêmes  des  dénominateurs  des 
fractions  reftanres  continueront  à  difparoître. 

Cela  pofé  j'écris  ,  comme  on  le  voit  ici  ,  les  fuites  que 
fournifTenc  les  expolans  de  x ,  en  commençant  par  l'expo- 
fant  de  x  du  dernier  entier ,  que  donne  chaque  rédudion 
fucceffive  , 

ôcc 


I , 

3  .     ^, 

10, 

IJ, 

il  , 

z8. 

3^, 

2  , 

5  »     9> 

H, 

zo. 

i7> 

35, 

&c 

7>  i^  > 

18, 

^5  » 

53  , 

4^, 

&c 

15, 

zz. 

30, 

3P, 

49, 

ëcc 

z6. 

35  > 

45  , 

5^, 

&CC 

40, 

51  > 

57» 

^3, 

77, 

&c 
&c 
6:c. 

Si  on  vouloit  continuer  cette  Table ,  on  remarquera  que 
chacune  des  fuites  a  un  terme  de  moins  que  la  précédente  , 
&  que  chacune  des  colonnes  verticales  forme  une  progreflîon 
arithmétique ,  dont  les  différences  font  fuccefTivement  les 
nombres  o  ,  i  ,  z  ,  3  ,  4,  &c.  D'ailleurs,  d'après  les  opéra- 
tions précédentes  6c  la  formation  de  ces  différentes  fuites, 
il  eft  évident  qu'il  n'y  a  que  les  deux  premiers  termes  de 
chacune  ,  qui  faffent  partie  des  expofants  de  x  dans  la  férié 

EuLER ,  Introduclion  a  F  Anal,  infin.  Tome  I.  z  Y 
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cherchée.  J'écris  maintenant  La  fuite  naturelle  des  nombres  , 
en  commençant  par  o  ,  &  à  côté  le  terme  général  «y  je  place 
au-defTous  les  fériés  précédentes  dans  l'ordre  qui  fuit ,  avec 
le  terme  général  de  chacune  ,  n  repréfentant  toujours  le 
nombre  correfpondant  de  la  première  fuite. 

o>     I  >     i>     3  »     4>     5  >     <î>     ^c n 


, ^ -~^ 


n+i 


O,      I,     3j     6,   lo,   15,   21,     ècc.  n 

2,      5,     i?,    14,   20^  27,     ôcc.  n  ."—^ -^     n 
7,   12,    18,  2j,  33,     &:c.  /z.^^H-2« 

15,    22,    30^    39>       2CC.    /Z.l±i-f-3;î 

2^,35,45,     &c.  «  .  ^-^' _f- 4  « 

40,   51  j     &c.  /z  . h  5 'Z 

57,     ccc.  /z . — ■ \^  6  n 

&c. 
D'où  il  fuit  que  le   premier  terme  de    chaque   fuite    fera 

repréfenté  par  n  .  ~ — -■+•  «*=  ^-^^ — -;  èc  comme  le  fécond 

terme  de  la  fuite  précédente  doit  faire  partie  des  expofants 

de  jc,  6c  qu'il  eft  repréfenté  par  n.^- \-('n — ijn  =  ^  "  ~— , 

il  eft  clair  qu'il  n'y  aura  d'autres  puiffances  de  x^  que  celles 

qui  font  renfermées  dans  la  formule  ■  . 

A  préfent  qu'on  a  un  moyen  facile  6c  infaiHible  de  trouver 
les  termes  de  la  férié  ,  qui  réfulte  de  la  multiplication  du 
nombre  infini  de  facteurs  i  —  x,  i  — x'^j  i  —  x\  Scc,  &C 
qu'on  eft  afluré ,  qu'elle  n'admet  pour  expofants  de  x  que 

ceux  qiui  font  renfermés    dans    la  formule  - — ^=-  j   je   ne 
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puis  m'empêcher  de  m'arrêcer  un  moment  Tur  une  quef- 
cion  traitée  ailleurs  par  Euler  ,  &:  faite  pour  piquer  la 
curiofité.  Je  veux  parler  de  la  manière  de  trouver  la  lomme 
des  divifeurs  des  nombres  ;  on  fera  étonné  de  voir  com- 
bien la  folution  de  ce  problême  eft  étroitement  liée  à  ce 
qui  précède.  Reprenons  en  conféquence  l'équation 

P=(i-x)  fi-x'J  fi-x'J  (i-x')  (i-x')  fi-x'J  (i-x')  fi-xyx&c.  = 
I  —  X  —  x^  H-  x^  -f-  x^  —  x"  —  x' ^  -4-  x"  -h  x"*  —  &c. 

Soit  P'  ce  que  devient  chacune  de  ces  expreffionsen  augmen- 
tant X  d'une  quantité  quelconque  _y ,  la  première  valeur  de 
P  deviendra 

P'  =  (i-lx^-])  (i  -\x^yX)  fi  -[x+y]  >;  fi  -Lx^yyjf^  -Lx-hylV  X  &c. 
&  la  féconde  valeur  de  P  deviendra 

P'==i-fx+jJ-fx-i-y/-hfx-^yJ'+f^-+-jJ'-(^^yr—{'^+jJ''-+-^^- 
Nous  aurons  d'abord,  en  prenant  les  logarithmes  des  pre- 
mières valeurs  de  P  &  de  P'^  les  deux  équations  fuivantes  ; 
iP^i{i—xJ-^/fi—xJ-^I(i-x'J^-/fi—x'J+/fi^x'J  -F-  &c. 
/P'=/^  I  -x-jj+i{  I  -x'-ixjj  ^l(^  -x'-l  xy)-\-l(i  -x*-^'y)-^icc. 
Je  néo-lige  les  puiflances  àey  fupérieures  à  la  première,  parce 
que  dans  la  fuppofition  que  nous  ferons  de  y  =^  o ,  elles  don- 
neroient  des  quantités  nulles.  En  retranchant  la  féconde 
équation  de  la  première  ,  j'aurai 

/.•;=/(.- .-^M- SM- s:M-si)+^c; 

ou 

P' y  i.yx  3.>Jt'-  ^  Ayx^  57^^  g^c 

'■'p  \—x         I  — ;.-  I— *'         I— ^^  I— ^'' 

Multipliant  chaque  membre  par  —  ,  fuppofanty  =0,  &  dé- 
fignant  par  t  le  réfultat ,  nous  aurons  pour  première  valeur 
de  —  r. 


H-  - 


a-'^"       ,        3*'       ,       4^*       ,       <f  ^'     _j_   «j. 


I  —  X 

Y 


a  ï    ij 
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Nous  aurons  enfuite,  en  divifant  la  féconde  valeur  de  P'  par 
la  féconde  de  P,  5c  négligeant,  comme  auparavant  ôc  par  la 
même  raifon,  les  termes ,  qui  feroient  affedés  dej%j)/',  ôcc, 
le  quotient 

P'  — y — 2  y  x+ 5jVJci  +  7y:ï*— Il  jyx"  —  15^*' ■» -f- &C. 

P  I  —  X  —  ;('    -t-   x'   -J-  x'     —      a:'  ^     —     a;'  *     -f-  &c. 

£c  en  prenant  les  logarithmes  de  part  &  d'autre, 

P'         — y—^yx-ir-  5  y  y*  4-7  y  a*^—  lajyx"  —  i^jva:'--'^-  &c. 

Multipliant  comme  auparavant  les  deux  membres  par  — ,  & 
faifant  y  =  o  ,  nous  aurons   cette   autre   valeur   de  —  r , 

X  -{-ix'^  —  5^'  —  7a:'-+-i2x"  -H  15  Jc'*  —22  3:"  —  &c 
I  — X  —  x'-  •+■  x''  -^  x''  —  ;cr" —  x''-hJc*'-f-x'*  * 

La  première  valeur  de  —  t  donne  j  en  développant  en  fériés 
chaque  terme  , 

—  r  =  ;>c  -H  jc*  -H  :«'  -f-  X*  -h  ^'  -4-  x*-i-  x^-h  x^-+-  x'-h  »*"  ÔCc. 
rf- 2  -f- 2  -t-2  -4-2  -j- z 

4-3  «4-5  4-3 

4-4  4-4 

4-5  4-J 

4-7 

4-8 

4-9 

4-  10 

expreflion  ,  dans  laqueîle  il  eft  manifefte  que  le  coefficient 
de  chaque  puifTance  de  x  eft  la  fomme  des  dîvifeurs  de 
l'expofant  correfpondant  ;  donc  ,  fi  nous  défignons  par  fn 
la  fomme  des  divifeurs  du  nombre  /z ,  cette  dernière  ex- 
preffion  fe  changera  en  celle-ci  : 

— c=xfi-\-xY^+xY}  -H3cV44-^y5  4-xy^4-5c77+Jcy^  -h  ôcc. 
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Comparant  cette  dernière  valeur  de  t  avec  celle  trouvée  en 

lecond  lieu  —  f  = ; :; ..  .    » 

6c  faifant  difparoître  le  dénominateur ,  nous  aurons 

-fi-f^  -/3  -/4-/5  -/6-/7-/8~/9-acc 

-/ï  -/^  ~/3  -f^-f^  -/^-/7_/8_&c 

-^  f^-^  f^   -^  /3  -h  /l-  -i-  /5  -»-^'c 

"1-  /  •-!-  /^  +  /3  -H  Sec 

s=  X  -4-  1  :«*  —  5  a:^  —  7  5C^ 

ce  qui  donne  les  égalités  fuivantes  : 

fi=iji  =/i  -t-  2,/3  =/2  -4-/1,74  =/3  -f-/z,/=y4-H/3 

-fy-f^  J9=fi  +/7-/4-/^,/o  =/5,  -^/8  -/5  -/3, 
/i  i=/io-f-/9— /^— /f,/iî=/i  I  -+-/10-/7— /5 -1-1  i  2cc. 
lefquelles  reviennent  évidemment  à  celles-ci  : 

/7  =/(  7-1) +/C  7-^)-/î'  7-5)-7 

/8  =/(  8-i)^-/(  8-i)-/(  8-,)-/(  8-7) 

/9  =/(  9-0+/(9-^)-/(  9-î)-/(  9-7) 
/io=ry(io-i)4-Aio-2)-/(io-5)-/(io-7) 

/i  i=/Ci  i-i)+/(i  i-a)-/(i  i-5)-/(i  r-7) 

/12=7X12— I)+/(I2— 2)— /(12— î)— /(12— 7)  +  12 

&:c. 

Il  efl:  clair  que  les  nombres  à  fouftraire  continuellement  du 
nombre  propofé  ,  &:  des  divifeurs  duquel  on  cherche  la 
fomme ,  forment  la  fuite  1,2,5,7,  11,15,22,26,  ^c , 
la  même  que  celle  des  expofants  de  x  dans  la  férié  ,  qui  ex- 
prime la  valeur  du  produit  de  (i  —  x)  (i  —  x')  (i  —  x')  £cc. 
Donc  on  a,  en  général , 

frt=f(n-i)'^f(n-i)-f(n-^)-f(n-'jJ-^f(n-ii)^ffn.i^)-f(n-zx)-^ç: 


/2=/(2— 1)+2 

/3=/(3-i)-f-/r3-i) 

/4=/(4-ij+/r4~^) 
/ï=/r5- 04-/(5-2)- î 

/6=/(6-i)+/(é-2)-/(6-î) 
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en  prolongeant  la  férié,  jufqu'à  ce  qu'on  trouve  un  nombre 
négatif  fous  le  C\gne  f^  Se  ayant  l'attention  de  prendre  pour 
r{n  —  /z  ) ,  lorfqu'ou  arrive  à  un  réfultat  de  cette  forme ,  le 
nombre  même  n. 

CHAPITRE    XVII. 

fqqj  Art.  338.  Les  fractions  y-  font  alternativement  plus 
grandes  &  plus  petites  que  la  vraie  racine.  En  effet  —  = 
Az!ll±Ki:  =  p  —  ^-fSl^j}.  Or  dans  cet  exemple  a  eft  né- 

gatif ,  &c  par  conféquent  -^^r—^^^  alternativement  pofitif 

5c  négatif 

Donc  &:c. 

(rr)  Art.  3  39-  Pui^ue  dans  ce  cas-ci -  =  ^^^„  _^  3^^„  ^^^^ 

il  efl:  clair  que  fi  «  -+-  i  eft  un  nombre  pair  ,  la  puiftance 
^"+' eft  de  même  figne  que /?"+',  &L  qu'elle  eft  de  figne  diffé- 
rent ,  fi  ;z  -t-  I  eft  un  nombre  '"mpair  ;  circonftance ,  qui  con- 
tribue manifeftement  à  rendre  plus  lente  l'approximation  de 
la  plus  grande  racine  qu'on  cherche, 

fajART.  34^- Dans  1  exemple  cite  on  a- =    a^. ^  ^  (-;>/ -t- cV  > 

quantité,  qui  lorfque  C^""*"'  difparoît  devant  les  autres  termes 

A/"+'&B(^—/^;"+',  prend  la  forme ''-^=|^j]-^,  6c  qui  par 

conféquent  ne  peut  donner^  ;  mais  fl  on  prend  -rj-,  on  aura 

A/-*-'+Bj— />)  *  -^    1        expreflion  qui  devient  de  la  forme 
A /*" -i- B  r— /')-+- Cî"    >       t  i 

(A±B)/-^^__    . 
(AiB)/."         ^  ■ 

^.rjART.  346.Acaufcde^=  r^+ ,;  A;,'-f-B;>"-^c^"4-&c> 
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il  ne  faut  qu'une  légère  attention  pour  voir  que  les  coeffi- 
cients «  -4-  2  ,  «  •+-  I,  empêcheront  que  cette  quantité  ne  fe 
réduife  iitôt  à  p. 

(uu)  Art.  349.  Il  eft  bien  clair  que  pour  que  les  racines 
imaginaires  n'empêchent  pas  de  trouver  la  plus  grande  ra- 
cine ^,  il  faut  que/»  foit  ^ç,"  mais  dans  le  facteur  trinôme 
I  —  '^P\  ^^? ~*~/''^%  *^"'  "^  P^"*^ provenir  que  du  produit  de 
deux  facteurs  fimples  de  la  forme  i  —  (a.-\-  Cj/" —  ^J^àc 
I  —  ("a  —  C  i/" —  ij  :^,  p^  eft  le  produit  des  deux  imaginaires 
et  -i-  C  y^ —  I  ,  &  a.  —  G  y —  I  ;  donc  q^  doit  être  plus  grand 
que  le  produit  des  deux  racines  imaginaires ,  qui  compofent 
un  fa(5teur  réel. 

CHAPITRE    XVIII. 

(vv)  Art.  362.  Il  n'eft  pas  généralement  vrai  que  chaque 
fraction  approche  plus  près  de  la  véritable  valeur  de  .v  qu'au- 
cune des  précédentes.  L'exemple  le  plus  limple  peut  en  con- 

P    •  .         «  ahc -\- ^a-\- ac       1 

vamcre.  boit  x  ^=  a-Ar  r-— .  = ,    ^  o —  ,  la  première  va- 

c 

leur  approchée   de  x  =  û  ,  la  féconde  =  -—t~*  Ea   difFé- 

1      ah  c -Jr  Z  a-\- U.C  \  ac  „      -,        ■>•  n^,  . 

rence  de -, 5 2.  a  =-. -^,  Se  la  dilterence  de 

"^  bfhc"    'P  ^^  ^\i^t  pour  cela  que  c  foit  <;-t  ou  S  >>  h  c  ; 

mais  cet  inconvénient  n'aura  plus  lieu ,  fi  les  numérateurs 
«,  ^}  >»  <)'»  &c ,  font  tous  égaux  à  l'unité. 

Reprenons  l'équation  x=  a-^  -^      i_     ^  &,  fuppofons 

^H-&c  f  +  &c  /+ Sic 

^'"'^"^7 4- Sic'-*    ~-/  ■^J-t.&c' 


36'o 


Notes 
on  aura  pour  les 


valeurs  approchées  de  x 


X  ==  a 

al>-i-  i 


abi 


abcd-i-ah^-ad-^cd+  i 


bxd-^b' 


&C. 


X  = 


valeurs  vraies  de  x 
b' 

a  bc'-i-  a  -+-  c' 
bc'^i 
abûd'-j-ab-i-a  ff'-f  c  d'-j-  t 

b  c  d'-i-  b  -^  d' 


A  =L  a 

B  ^l'A'h  I 

D^dC-hB 
E=.cD-hC 


ou  bien  en  faifant 

A'=zi 

B'  =  è 

C=cB'^A' 

D'=dC-hB' 

JS'=eD'^C 

dcc. 


les  valeurs  approchées  &  fucceflîves  de  x  feront  -r, , 
-r,.—,.  TT,,  F". .  Sec,  ce  les  vraies  valeurs  leront  x  =  — mr-î 

B'  y  C^  D"  E'  ^  Ab'     ' 

Bc'-^A  Cd'-i-B  De'+C  -  _^   ^ 

^  =  .bvT:?'^^c;?T^-'^  =  ^vTc''^  =  &c,  &fion 
confidere ,  qu'en  multipliant  en  croix  les  termes  des  frac- 
tions voifines  dans  la  fuite  —,—,,—,  6cc ,  on  a  en   général 

BA'—AB'=  I,  CB'—  BC  =  ~-j,  DC—  CD'=  i, 
_EZ)' —  DE'=  —  I  ,  &c  ,  les  vraies  valeurs  de  x  déviendront 


a:=^,-t- 


A'b' 


X 


D 

D' 


D'iD'e'-h  C) 


B'{B'c'-+.A')'>'^        C'^^  C'{C'd'-{-B')9 
;5C=&c.  Donc  les  valeurs  approchées 


—  j— ,  7;,  ;o,,  Sec,  font  fucceffivement  plus  petites  &  plus 
grandes  que  x. 

Cela 
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Cela  pofé ,  comme  ^'  eft  >>  ^ ,  c:'>»  c ,  d'\>  d^  &Lc ,  on  aura 
é':>  B\  Bc'~{-  A'>  Bc  -^  A' on  >  C;  Cd'^  5'>  Cd^B' 
ou  >>  Z)';  (ÎNic.  De  même ,  comme  ^'  eft  <;  ^  -H  i ,  c'<^  c  -i-  i , 
^'<û'-H  I ,  c\'c  ;  on  aura  b'<B'^A';  B'c'-\-  A'<B'(c^  i  ) 

-+-  A'<:  c_H  5'y  cd'-^  B'<  c  fd^  ïj  -}-  5'<  c-f.  z;';  &c. 

Donc  en  prenant  -,  pour  x ,  l'erreur  eft:  >  -^^i     ,'        ,  6«:  pre- 

n  T  T 

nant  -^-„  l'erreur  eft  <  -^y^,  ou  <  ^^(3^7:^^^)'  ^^  ^  —  °"  >  ■^'> 
&:  5'c  -1-  A>  B'  -t-  ^  ;  donc  j,  approche  plus  de  la  vraie  va- 
leur  de  x ,  que  — ,,  De  même  l'erreur  en  prenant  —  eft  ^ 
~^rw-y  &  en  prenant  ^„  l'erreur  efl:  <  ^  ou  <  ^7^;^; 
or  C  eft  >  B',  Se  Cd  -^  B' >  C  -^  B' ;  donc  ^  approche 

plus  de   la  vraie  valeur  que  ^.  On  fera   un   raifonnemenc 

femblable  pour  les  autres  exp reliions.  Donc  chaque  fraction 
fucceffive  approche  plus  de  la  vraie  valeur  de  x  qu'aucune 
des  précédentes. 

De  plus,  la  différence  entre  deux  fraélions  voiGnes  effc  la 
plus  petite  pofîîble ,  de  forte  qu'il  ne  psut  tomber  entre  ces 
deux  fra6tions  une  autre  fradlion  plus  petite ,  à  moins  qu'elle 
n'ait  un  dénominateur  plus  grand.  En  effet,  fuppofons  qu'il 

exifte  une  fra£lion  -  dont  la  valeur  torate  entre  celles  de  tt, 

n  JJ' 

E  I 

&  de  —  ,  par  exemple,  dont  la  différence  eft^;^,;  on  auroit 
différence  entre  — &—,,  lavoir  —. —  ou :fr, —  plus 

n         D''  nD'  nu  ^ 

petite  que  ^7-^,;  mais  la  première  ne  peut  être  plus  petite 
que  -^, ,  quantité  plus  grande  que  ^^tfo  fi  it  eft  plus  petite 
que  E'.  De  même  la  différence  entre  -  6c  ^,  ne  peut  être 
plus  petite  que  —, ,  quantité  encore  plus  grande  que  r-— ^ 
EuLER  ,  Introduction  a  l'Anal,  infin.  Tome  I.        xZ 
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fi/z  eft  plus  petite  que  D'.  Donc  toute  fraction  ,  dont  la  valeur 

tombe  entre  deux   fraâiions  voifines  de  la  férié  —     -^,  &:c 

aura  nëcefTairement  un  dénominateur  plus  grand.  Or ,  la 
vraie  valeur  de  x  tombe  toujours  entre  deux  fractions 
confécutives  de  cette  férié.  Donc  il  eft  mipoffible  d'avoir 
une  valeur  plus  approchée  de  x,  que  celle  qu'on  trouvera 
de  cette  manière  ,  à  moins  que  la  fraction  n'ait  un  déno- 
minateur plus  grand. 

Ceux  qui  voudront  avoir  plus  de  détails  fur  les  fra£lions 
continues ,  peuvent  confulter  les  excellentes  additions  du 
célèbre  Lagrange ,  qui  fe  trouvent  imprimées  à  la  fin  du  fé- 
cond volume  de  l'Algèbre  d'Euler,  &  dont  j'ai  extrait  ce 
qu'on  vient  de  lire. 

(xx)  Art.  3(^3.  Soient  a,  a\  a",  a'\  a"',  a", a",  &c ,  les  va- 
leurs approchées  Se  fuccefîives  de  x;  de  d,  d',  d^'^  d"\ </"', &c, 
lesdifFérencesdeces  valeurs,  on  aura  a  <  x,a'>>x,a"-<3c,  &c, 
&  a'  -  a  =  ^,  a'—  a"=  d' ,  a!"—  a":=  d\  a!''—  a'''=  d" ,  a'-  a" 
s=  d'\  ar—a"=d\  dcc.  Donc  a  +  d=d'—  d"^ d!"-  d'^^ 
d'—  ècc.^xyoux  =  a-\-d  —  d'^d"  —d'"^  d"—  d'-i. 

</" —  &c ,  ou  X  =  a  -f.  -^  —  TTT-^r^  "+"  ^^* 

'  '        b  t"  (  ÉC  +  te  ) 

(yy)  Art.  381.  Soit  la  fonSion   ï  -4-' \ 


2  ï-  î  -+-  1 
+-  &Cj  que  je 


a'3    î-î-*- I  .ï-t-2         i-3'4    ï  •  î-H  I  •  î-t- i-ï-t- 3 

repréfente    par    ç   (^  :j  ^ ,   6c  par    conféquent  i    H ^^  -, 

-L "- h-!-. H  &c.  =  ^(r  -\-  1) 

on  aura  9  f:^)  —  ç»  ^^  -4-  ^)  = 


•  î-t-i 


^^  5.  .  ?  -i.  I  \ 


I  -h 


4-&c.)  =  — ^  <p  fi  -+-  i).   Divifons  par  9 


2î-h2.î-t-3  /       î.î- 
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fl  -\-  ij  6c  foit  4  fV  =  7  .^'ffT^  "°"^  aurons  ^-fi:i:V; 
__f_    Rr'P^i:^^)  =  ^A±l}AJd±ll-    &  en  fiibfticuanc, 

j('r)  = r^ ^,.  Par   la  même    raifon  ,  4  |^^  h-  i  j  = 

^ .  4  /r  H-  2  ;  = "^  ,  ^  ,  &C. 


Donc  4  (l)  =  -^  .  _iL- 


ou 


î  +  3  4-  Sec. 

â        .      I  d-  I  a'^ 

I  H 1 •  — 1 . h&C. 

n  ^H-i         2     ^+i.^-f-2         2  .3    î-+-i.î-f-2.^-+-3 

^      1-4- -} . h  &c. 

î  î        ^.^  +  1  a.  5       î.î-l-i.î+2 

Soit  7  =  1, la fradion continue  deviendra—     4«  ,& 

fa  valeur  en  fuite  ordinaire  fera 

i  +  il  +  _l£±L+ — £i^^_^&c. 

2^. "^      ^-V";'       ^■3.4.s.6.7 ==  (art.  15^6^  157) 

2         2.3.4  2.3.4.5.6 

iVa  -  ^■J a 

; —  ï/"fl  :  de  forte  qu'en  faifant  4a  =  jc%  ou  2  Va  =  x, 

j:         — X 

on  aura =  —     x^  cc     h    on 


'    +'  3  +- 


7    -^  &c. 
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fuppofe  ;c  =7  ,  on  aura  \~  '  _  ,  =  -  ' 


'°  ^  il  +  &c. 


I 

14  -4-  5cc. 


ou :=  -  -^  T  ^    I  >  °"  bien- 

4  — 2  0   •+•  —         I  .1 


—  I  "*"  6  j_  i-       ,  =  . — ^— ^ —  :  &  enfin 

10  -}-  _  ï      —  î 

14  +  &c.  '   ~' 

e^  —  e         ^   e—  i   __  i_ 

2«  6  -<-  -_ 

10  4-  i.  I 

'4  "*"  78  +  5cc. 

Cette  démonftration  eft  tirée  d'une  des  Notes  intéreiïantes 
que  le  citoyen  Legendre  a  mifes  à  la  fin  de  fes  Eléments  de 
Géométrie  y  o\xv^2.2,e  fupérieur  à  la  plupart  des  autres  Traités  du 
même  genre ,  &  dont  la  lecbure  ne  peut  être  trop  recom- 
mandée aux  jeunes  Géomètres ,  pour  les  accoutumer  de 
bonne  heure  aux  démonflrations  rigoureufement  exa£tes. 

(t^)  Art.  38Z.  Ce  feroit  ici  le  cas  de  faire  voir  que  les 
différentes  valeurs  des  fractions  continues  trouvées  par  les 
méthodes  précédentes  ,  font  approchées  de  manière  qu'il 
feroit  impolîible  d'en  avoir  une  valeur  plus  exa£le  en  moindres 
termes  ;  c'eft  ce  qui  a  été  démontré  d'avance  à  la  fin  de  la 
note  relative  à  l'article  362. 

Fin  des  Notes  ù  des  Éclair  ci jjements. 


De  l'Imprimerie  de  BAUDELOT  &:  EBERHART,  rue  S.-Jacques,  N^  30. 


>':«4'rf->, 


,:.,^, 


.M-^c-, 


?^r. 


^  \  jt/^.  ' . 


:  *   "-■  '-  T 


Ur-in^V' 


^f^  i.^f^, 


'^'H^^ 


.>x:-^^- 


^  .^ 


^-^^^^*^A. 


•^a-kl^. 


■>^>.        ■:     »     « 


K^. 


